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DBS COOBDONNEES. 

1. La Géométrie analytique à trois dimensions a pour objet 
l'application de TAlgèbre à l'étude des figures situées d'une 
manière quelconque dan& l'espace 

Pour résoudre cette question il faut commencer par déterminer 
à l'aide de nombres la positioi^ d'un point dans l'espace ; on y 
arrive en généralisant le système de coordonnées imaginé par 
Descartes. 

Coordonnées rectilignes. 

2. Traçons dans l'espace trois droites odx, y'y, %'z non situées 
dans un même plan et se coupant en un point o ; par un point quel- 

n 1 
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conque M de l'espace menons des plans parallèles aux trois plans 

xoy,yoz, zox^ nous formerons 
un parallélipipède oARBPGQM. 
Le point M sera déterminé : 
1^ Si Ton donne les longueurs 
Af oBy G des arêtes de ce 
parallélipipède ; 

2"* Si Ton indique le sens dans 
lequel ces longueurs doivent être 
portées à partir du point o sur 
les droites x'x, y'y, z'z. 

Pour fixer ce sens on convient 
d'affecter les longueurs oA, oB, 
oC du signe -\- quand elles doivent être portées respectivement 
dans les directions ox, oy, oz^ et de les affecter du signe — quand 
elles doivent être portées dans les directions ox\ oy'^ oz'» 

La longueur oA, affectée d'un signe convenable, est appelée 
Vàbscisse du point M ; nous la désignerons généralement par la 
lettre x. 

La longueur oB, affectée d'un signe convenable, est appelée 
Vordonnée du point M ; nous la désignerons généralement par la 
lettre y. 

Enfin la longueur oG, affectée d'un signe convenable, est 
appelée la cote du point M ; nous la désignerons généralement 
par la lettre z. 

Les trois quantités x, y, z sont dites les coordonnées rectilignes 
du point M. 

Les trois droites x'Xy y'y, z'z sont les axes de coordonnées ; 
x'x est l'axe des x, y'y est l'axe des y et :^z Taxe des z. 

Les trois plans xoy^ yoz, zox sont les plans de coordonnées ; 
on les désigne souvent par les dénominations suivantes : plan 
des xy^ plan des yz, plan des zx. 

Le point o intersection des trois axes de coordonnées est 
appelé l'origine des coordonnées . 

On dit que les coordonnées sont rectangulaires quand les 
droites ox, oy, oz forment un trièdre trirectangle ; on dit qu'elles 
sont obliques dans le cas contraire. 

Remarques. — 1^ Les sommets P, Q, R du parallélipi- 
pède AHBPCQM situés dans les plans de coordonnées sont les 
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projections du point M sur ces plans parallèlement aux axes de 
coordonnées. Les coordonnées de ces projections par rapport aux 
deux axes placés dans le plan de coordonnées qui contient res- 
pectivement chacune d'elles ont les valeurs indiquées dans le 
tableau suivant : 



[ 



' QJ' Ri" 

z l X (y 



Ainsi les projections d'un point sur les plans de coordonnées 
parallèlement aux axes de coordonnées ont deux coordonnées 
communes avec celles de ce point. 

2"^ Par le point M menons à Taxe oz une parallèle terminée au 
point R oîi elle rencontre le plan des xy, puis par le point R une 
parallèle à l'axe oy terminée au point A où elle rencontre Taxe ox. 
La ligne brisée o ABM est appelée le contour des coordonnées du 
point M {fig. 1). 



Représentation des surfaces. 

3. Théorème. — Une surface est représentée far une équation 
entre les coordonnées d'un quelconque de ses points. 

Soit S une surface quelconque; traçons dans Tespace trois 
axes de coordonnées ox, oy, oz et prenons 
dans le plan des xy un point quelconque R. 
La parallèle menée par le point R à l'axe oz 
rencontrera la surface S en un ou plusieurs 
points tels que M. Il résulte de là que, quand 
on connaît l'abscisse x et Tordonnée y du 
point M^ sa cote z est déterminée ; en d'autres 
termes, la cote z est une fonction de Tabscisseo; 
et de l'ordonnée y considérées comme variables 
indépendantes. 

Quand la surface S sera définie par une pro- 
priété géométrique convenant à chacun de ses points, la forme 
de la relation qui lie les coordonnées d'un point de la surface ne 
changera pas, le point se déplaçant sur la surface. Il existera 
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donc enlra les coordonnées d'un point quelconque de la surface S 
une relation 

de forme invariable. Cette relation est appelée V équation de la 
surface S. 

Ainsi réquation d*une surface est la relation Aq forme con&tanie 
qui lie les coordonnées de Tun quelconque de ses points. 



Réciproquement toute équation 



(1) 



f{x,y,%)=Q 



entre les coordonnées x, y et z représente en général une sur- 
face. 

Pour démontrer cette réciproque, nous examinerons d^abord 
deux cas particuliers. 

1° L'équation (i) ne contient qu'une seule coordonnée ^ z par 
exemple. 

Cette équation est de la forme 

fiz) = 0; 




on en tire 



— X 



z — C^ z — ^3 . . , 



les quantités a étant des constantes. 

Chaque équation telle que 2 = r, repré- 
^^^' ^' sente le lieu des points ayant une cote cons- 

tante, c'est-à-dire évidemment un plan parallèle au plan des xy 
et coupant oz en un point C^. dont la cote est c.. 

Théorème. — Une équation à une seule variable représente un 
faisceau de plans parallèles au plun des coordonnées qui correspond 
aux deux variables n'entrant pas dans Véquation. 

Remarque. — En particulier, les équations x = 0^ yz=:0,z = 
représentent respectivement les plans des coordonnées zoy^ xoz^ 
yox. 
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S"* Véquation (i) ne contient que deux coordotinéesj x et y par 
exemple. 
Cette équation est de la forme ^/ 



(2) 



f{x,y) = 0; 




dans le plan des xy elle représente une 
courbe AB. Par les différents points de 
cette courbe menons des parallèles k oz, 
nous formerons un cylindre; soitM(a, S, y) 
un point de ce cylindre. La projection du 
point M sur le plan xoy faite parallèle- 
ment à oz sera un point P de la courbe AB 
qui, rapporté aux axes ox, oyy aura pour coordonnées a et j^ ; on 
aura donc 

/•(a, p) = 0. 

Cette relation exprime que les coordonnées a, p, y du point M 
satisfont à Téquation (2). Maintenant les coordonnées d'un point 
de l'espace non situé sur le cylindre ne satisfont pas à cette 
équation, car la projection de ce point sur le plan xoy, faite pa- 
rallèlement koZf n'est pas située sur la courbe AB ; il résulte de 
là que l'équation (2) représente un cylindre dont les génératrices 
sont parallèles à Taxe oz. 

Il peut arriver que ce cylindre soit imaginaire ou composé de 
droites parallèles à oz ; cola aura lieu quand la courbe AB sera 
imaginaire ou composée de points isolés les uns des autres. 

Théorème . — Une équation U deux variables représente un cy- 
lindre dont les génératrices sont parallèles à Vaxe des coordonnées 
qui correspond à la variable n'entrant pas dans Véquation. 

Ces deux cas particuliers étant examinés, reprenons Téquation 
à trois variables 



(i) 



/'(^, y, -) = o. 



Dans cotte équation posons z = y, elle devient 



la nouvelle équation à deux variables .r et y représente un cylin- 
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dre ÂB dont les génératrices sont parallèles à oz. Les points do 

ce cylindre dont les coordonnées satis- 
^/ font a réquation (1) sont ceux pour les- 

CZ. p quels on a a = Y, c'est-à-dire ceux qui 

sont situés sur la courbe A' B' intersec- 
tion du cylindre avec le plan P ayant pour 
équation z = y. Quand y variera d'une 
manière continue entre certaines limites, 
le cylindre AB se déformera en général 
d'une manière continue, et le plan P se 
déplacera aussi d'une manière continue. 
Le lieu des points dont les coordonnées 
satisfont à l'équalion (1) est donc engen- 
dré par une courbe A'B' qui se déplace et se déforme suivant une 
loi déterminée ; par suite, ce lieu est une surface . 




Fig. 5. 



Représentation des lignes. 



4. Une ligne G est l'intersection de deux surfaces ; elle sera 
donc représentée par deux équations 



(3) 



f{x,y,z)=0 h{x,y,z) = 



considérées simultanément. 

Si, outre les équations (3), on élimine successivement y et z, on 
obtient deux équations de la forme 



w 



<p(x, 2) = ?i(:r, y) = 0; 



chacune d'elles, prise isolément, représente un cylindre et nous 
allons démontrer que ces deux surfaces sont les cylindres proje- 
tant la ligne G sur le plan des xz et sur celui des xy. 

Soit M un point quelconque de G, ses coordonnées x\ y', z' sa- 
tisfaisant aux équations (3), les équations 

nx\y\z)=^0 h{x\y\z) = 

ont une solution commune 2 ==2'; mais le résultant de ces 
équations est Çi(a:', y') = 0, donc le cylindre représenté par la 
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seconde des équations (4) contient la courbe G. La même chose 
a lieu pour le premier cylindre. 

Remarque. — On a démontré que toute solution des équations 
(3) satisfait aux équations (4), mais la réciproque peut ne pas être 
vraie. Les équations (4) représenteront la courbe G, mais elles 
pourront aussi représenter en même temps une autre courbe. 
Pour expliquer ceci par un exemple bien simple, considérons une 
ellipse £ dans Tespace ; les cylindres qui la projettent sur les 
plans xoz, xoy seront coupés par ces plans suivant des ellip- 
ses Ë|, E,. Soient Â, B les points où un plan P parallèle au 
plan yo% coupe Tellipse E et (Âa^, Aa^), (B(|, Bfr,) les généra- 
trices correspondantes des deux cylindres projetants. Les géné- 
ratrices (Aa|, Ao^) se couperont au point A de Tellipse E et les 
génératrices (B6|, Bt»,) au point B de cette courbe ; mais, en 
associant les génératrices (A a|, Bfr^) ou les généra trices(B<^i, Aa,) 
on obtiendra deux points situés sur les cylindres projetants et 
n'appartenant plus à l'ellipse E. 

Remarque. — Pour représenter une courbe située dans Tun 
des plans de coordonnées, on joindra à l'équation de ce plan celle 
d'une surface passant par cette courbe. Par exemple les équations 

2 = /"(x, y, 2) = 

représenteront une courbe située dans le plan xoy. 



Relation entre les angles que fait une direction 
avec les axes de coordonnées. 

Angle de deux directions. 

5. Définition. — Soient oD, oD' deux demi-droites se coupant 
au point o ; 07i appelle angle des deux directions D^ D' l'angle 
moindre que t^ formé par les demi-droites oD, oD'. 

Remarque. — Si Ton prend des points D, D' sur chacune des 
demi-droites oD, oD', Tangle que nous venons de définir est celui 
qui est opposé au côté DD' dans le triangle DoD'. 

Pour fixer dans Tespace une direction oD que Ton peut suppo- 
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Fig. 6. 



ser appartenir à une droite passant par rorighie, on donne les 

angles a, p^ y Q^^ ^^^^ ^^^^^ direction 
avec les trois directions oXf oy,'OZ des 
coordonnées positives. La connaissance 
de deux de ces anglea a et p ne suffit pas 
pour iixer la direction oD ; car si l'on 
décrit autour de ox et de oy des demi- 
cônes dont les angles au sommet soient 
respectivement a et p, ces deux cônes se 
coupent suivant deux génératrices sy- 
métriquement placées par rapport au 
plan xoy. La connaissance de Tangle y 
est donc nécessaire pour reconnaître 

laquelle de ces deux génératrices représente la direction oD. 
Ce qui précède montre encore que les angles a, p, y sont liés 

par une relation. 
Nous nous proposons de trouver cette relation ainsi que Tan-* 

gle V formé par deux directions oD, o D' ; nous appellerons a', p', y 

les angles que fait la direction oD' avec les trois directions ox, 

oy, oz des coordonnées positives. 
Nous examinerons deux cas. 

6. Premier cas. — Les coordonnées sont rectangulaires. — Sur 
la direction oB prenons un point M{x, y^ z)^ construisons le 
contour oARM de ses coordonnées et appelons { la longueur oM. 
(fig. 6.) 

Projetons orthogonalement les deux chemins oARM, oM suc- 
cessivement sur les directions ox^ oy^ oZy oD, oD', nous aurons 
les relations 



(5) 

(6) 
0) 



X=/C0Sa y=Jcosp 2=IcOSy 

XCOSa 4-Î^COSp +2C0SY = / 

aîcosa' -f-ycosp' -|-2cosy' = icosV. 



Entre les équations (5) et (6) éliminons x, y y z, L nous obtien* 
drons la relation 

cos*a -f- ces* p + cos* Y = 1 . 



Théorème. — La somme des carrés des cosinus des angles que 
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fait une direction avec' trois directions rectangulaires est égale à 
l'unité. 

Entre les équations (5) et (7) éliminons x, y, Zy I, nous obtien- 
drons la relation 

cos V = cos a cos a' + cos p cos ô' + cos Y cos y' ; 
elle fait connaître le cosinus de l'angle des deux directions oD, 

Condition de perpendicularité . ~ Pour que les deux direc- 
tions oBf oB' soient perpendiculaires il faut et il sufHt que Ton 

COSaCOSa -]- COSpCOSp' + C0SyC08y' = 0. 

7. Deuxième cas. — Les coordonnées sont obliques, — Nous 
désignerons par X, ;/., v les trois angles yoz^ zox, xoy ; en proje- 
tant, comme précédemment, orthogonale- 
mentJes deux chemins oARM, oM sur les /y 

directions ox, oy, oZyOBj oD', nous aurons 
les relations 

ix -j-ycosv +;5C0S}iL =tcosa 
xcosv -f-y +acosX =Icosp 

xcosfA +ycosX +2 =/cosy 
(G') xcosa +ycoSiS +2C0SY = * 
(7') xcosa -|-ycosp' +2COSY' = fcosV. 

L'élimination de x, y, Zj l entre les équations (5') et (6'), puis 
entre les équations (5' ) et (7' ) donne les deux équations suivantes : 




(8) 



et 



(9) 



1 


COSV 


COS{X 


COSa 


COSv 


1 


cosX 


cos^ 


COS[X 


cosX 


1 


cos Y 


COSa 


cos^ 


cos Y 


1 


1 


COSV 


C0S|J. 


cos a 


COSV 


1 


cosX 


cos 6 


COSjx 


cosX 


1 


cos Y 


COSa 


cos 6' 


cos Y 


cosV 



= 



= 0. 
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La première fait connaître la relation qui lie les trois angles 
a, p, Y et la seconde détermine Tangle des deux directions oD, oD'. 

8* Paramètres directeurs. — Si sur la directionoD on prend 
un point M situé à Tunité de distance de l'origine, les coordon- 
nées du point M sont appelées les paramètres directeurs de la direc- 
tion oD. 

Les équations (8) et (9) prennent des formes plus simples quand 
aux angles (a, p, y), (a', p', y') on substitue les paramètres direc- 
teurs (u^v,w),{u\v',w') des directions oD, oD'. 

D'abord les équations (5'), (6'), (7') donnent entre ces para- 
mètres directeurs et les angles a, p, y, a', p', y', Vies relations 

Itt -f-VCOSV -\-W COSjJL =cosa 

u cosv -\-v -j-w cosX =cosp 
UCOSfA-j-V COSX + W^ =COSy 

IU' + V' COSV -[- W' COSfJL = cosa 

tt'cosv -j-v' 4-^'cosX =cosp' 
u' cos \t.-{-v' cosX + iy' = COSy 

(12) u cosa +1^ cos p-f-M^COSy = 1 

(13) ucosa' + vcos^'+^'^cosy' =cosV 

Dans réquation (12) remplaçons cosa, cosp, cosy par leurs 
valeurs tirées des équations (10), et dans Téquation (13) rempla- 
çons cosa, cos ^', cos y' par leurs valeurs tirées des équations 
(11), nous obtiendrons pour remplacer les équations (8) et (9) 
les relations suivantes : 

u*+ v* + w* -|- 2î;îi;cosX -f 2tim cos (X + 2mî; cosv = 1, 

cos V = uu' + vv' + ww' 
-\- (vw' -f- wv')cos'k-\-(vm' + UM;')cos{jL-f {uv -\-vu')cos^. 

La première est une relation entre les paramètres directeurs 
de la direction oD ; la seconde fait connaître le cosinus de l'angle 
des deux directions oD, oD'. 

9. Sinus du triôdre formé par les axes des coordonnées 
positives. — Représentons par Q le déterminant des incon- 
nues X, y, i dans les équations (5'), nous aurons 

û = 1 — cos«X — COS*|X — cos*v + 2cosXcos(jlcosv. 
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La fonction û que l'on rencontre assez souvent peut être mise 
sous une forme remarquable. 

Pour cela décomposons cette fonction en un produit de facteurs 
du premier degré, en regardant cosX comme la variable. L'équa- 
tion û = résolue par rapport à cosX donne 



donc 



cosX = cos([x4-v) et cosX = cos(fx — v) ; 



û = — [cosX — co8(îx-f-v)][cosX — cos(jx — v)], 



ou bien 

û = 4sm ' Z sm -— ^ sm — ^ ^ — ~ sm — î-^ 

2 2 2 2 

Sous cette foime, on voit que 12 ne peut pas être nul, car les 
droites oXj oy, oz formant un véritable trièdre on a 

0<X-}-|x-f-v<2:t 
îx + v>X v + X>{x X + a>v, 

et û est toujours positif. 

On vérifie facilement que l'équation 1 — Û = dont le premier 
terme cos^X a un coefficient positif, donne pour cosX des valeurs 
imaginaires ; par suite, la quantité ù est comprise entre et 1 ; 
elle ne sera égalera Tunité que si le trièdre est trirectangle. 

La quantité y û qui est comprise enti'e — 1 et -f- 1 est quel- 
quefois appelée le sinm du trièdre, dont les faces sont X, fx, v. 

Signification géométrique de \/ci, — Considérons le parallé- 
lipipède que Ton forme en portant sur les 
axes des coordonnées positives des lon- 
gueurs o A=a,oB=&, oC=c; Taire de 
la base o ARB aura pour expression afr sinv. 

Soient CH la hauteur du parallélipipède 
et oD la direction parallèle à HC; cette di- 
rection fera avec celles des axes des coor- 
données positives des angles a = ^ = - 

et v. 
On a 




CH = oCcosoCH = ccos Y ; 
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doac le volume du parallélipipède a pour expression 

V = aftcsinvcosY. 
Maintenant Téquation (8) devient 





1 


COSV COSfJL 




COSV 


1 cosX 




COS|X 


COSX 1 COSy 







COSY 1 


on en tire 






11 — cos*Ysin*v, 


et par suite on 


a 





^0; 



Y = abc\/a- 

Ainsi le déterminant ù est égal au carré du volume du parallé- 
lipipède que Von forme en portant sur les axes des coordonnées 
positives des longueurs égales à Vunité. 



Projection des aires planes. 

10. Soit A une aire plane limitée par un contour quelconque ; la 
projection orthogonale de ce contour sur.un plan P sera un second 
contour limitant une aire a qui est dite la projection de Taire A 
sur le plan P. 

Théorôme. — La projection orthogonale d'une aire plane A sur 
un plan est égale au produit de cette aire par le cosinus de Vangle 
des deuxplam. 

Considérons d*abord un triangle ABC dont 
un côté BG est parallèle au plan .de projec- 
tion P ; nous pourrons supposer que le 
plan P a été transporté de manière à passer 
par le côté BG. 

D'après le théorème des trois perpendicu- 
laires, siaD est la hauteur du triangle pro- 
jeté aBG, AD sera la hauteur du triaugle 
ABG. Le rapport des aires t et T de ces 
triangles qui ont même base BG est égal à 
celui des hauteurs aD, AD, c'est-à-dire au cosinus de l'angle a 
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des plans des deux triangles : on a donc 

i = Tcos«. 

Supposons maintenant qu'aucun côté du triangle ne soit paral- 
lèle au plan de projection ; nous pourrons transporter ce plan de 
manière à le faire passer par un des sommets du triangle et choi- 
sir ce sommet B de telle sorte que le plan transporté ne coupe pas 
les côtés du triangle. 

Prolongeons AC jusqu'au point C où ce côté rencontre le planP, 
et projetons sur ce plan les points A, C 
en a et c ; les trois points a, c, G seront en v^, 

ligne droite. Maintenant on a, d'après ce y^ \ 

qui précède, y^ 1 \ 

aBC = ABC cos a ^^^^^^^^^^ ' 

cBC' = CBG'cosa ; ^'^^- /W^ 

d'où l'on tire par soustraction ^\, / / ^ 

ImTcosa. ^ 

Le théorème étant démontré pour un 
triangle, on retendra à un polygone plan en décomposant cette 
figure en triangles. 

Considérons enfin une aire plane limitée par un contour qui 
pourra être complètement curviligne ou composé do lignes droites 
et d'arcs de courbes. 

Dans ce contour inscrivons un polygone dont nous appellerons 
l'aire F ; sa projection sera un polygone inscrit dans la projec- 
tion du contour^ et si p est l'aire du polygone projeté, on aura 

pr=Pcosa. 

Cette relation ayant lieu quelque petits que soient les côtés du 
polygone inscrit est vraie pour les limites des aires p et P, c'est- 
à-dire pour les aires a et A ; on a donc 

a = Acosa. 

Remarque. — La relation 

a = Acosa 
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a la même forme que celle qui lie la longueur d'un segment avec 
celle de sa projection orthogonale sur un axe. Cette remarque 
permet de ramener la projection des aires planes sur un plan à 
celle d'une longueur sur. un axe. 

Par un point quelconque B du plan de l'aire A élevons sur ce 
plan une perpendiculaire sur laquelle nous prendrons une lon- 
gueur BB' contenant autant d*unités de longueur qu'il y a d'uni- 
tés de surface dans A. Menons enfin sur le plan de projection P 
une perpendiculaire o%; la projection de BB' sur oz contiendra 
autant d'unités de longueur qu'il y a d'unités de surface dans 
l'aire a projection de A sur le plan P. 

Théorôme. — La somme des carrés des projections d'une aire 
flâne A sur trois plans rectangulaires est égale au carré de cette 
aire. 

Soient oxyz le trièdre trirectangle formé par les trois plans de 
projection, et Ax, Ay, A^ les projections de Taire A sur les plans 
yoz, zoXf xoy. Si l'on appelle a, p, y les angles que fait avec les 
droites ox, oy^ oz la normale au plan de l'aire A, on aura 

Ax = Acosa Ay = Acosp As=:Acosy; 
d'où 

A^ "F Ay -|- A^ = A • 

Corollaire. ^ Dans un tétraèdre trirectangle le carré de la face 
opposée à l'angle solide trirectangle est égal à la somme des carrés 
des trois autres faces . 

Remarque . — Dans tout ce qui précède, nous n'avons consi- 
déré que la valeur absolue de la projection d'une aire plane ; dans 
beaucoup de cas il y a avantage à donner un signe à cette projec- 
tion, nous n'indiquerons pas la convention par laquelle on déter- 
mine ce signe. 



CHAPITRE II 
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11. Soit 



fix,yyZ) = 



réquation d'une surface rapportée à des axes ox, oy, o% ; il est 
souvent avantageux de rapporter cette surface à d'autres axes, 
pour lesquels, quand ils sont convenablement choisis, l'équation 
de la surface peut prendre une forme plus simple. 

Lé problème sera résolu si Ton sait exprimer les coordonnées 
anciennes x, y, % d'un point quelconque M de l'espace en fonction 
des coordonnées nouvelles x\ y'^ %' du même point. 

Nous distinguerons deux cas. 



l"* Changement d'origine. 

12. Supposons que l'on transporte les axes primitifs oXyOy^ oz 
dans la position o'xf, o'y\ o'z' ; après ce transport, les axes des 
abscisses positives ox, o'x' seront dirigés dans le même sens, 
ainsi que les deux axes des ordonnées posi- 
tives et ceux des cotes positives. 

La position des nouveaux axes sera dé- 
terminée par les coordonnées Xq, î/o» ^o d® 
la nouvelle origine o' relativement aux axes 
primitifs . 

Prenons dans l'espace un point quel- 
conque M dont nous désignerons les coor- 
données anciennes par x, y 2, et les coor- 
données nouvelles par x', y^, ^. Joignons le 
point M aux points et 0' . 

Le théorème des projections nous donne 
réquation 




proj. oM = proj. 00' 4- proj. 0' M. 
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En projetant successivement sur les trois axes des coordon- 
nées primitives parallèlement au plan des deux autres, l'équation 
précédente nous donnera les trois relations 



(1) 



x = XQ-\'af y = yo + y' z=Zq + z' 



Ces formules résolvent le problème proposé. 



2'' Changement de la direction des axes . 



13. Soient ox, oy, oz les axes de coordonnées primitifs et ox\ 
ojfj oz! les nouveaux axes de coordonnées ; ox, oy, oz, o«', O]/, 
oz' étant les demi-axes des coordonnées positives. Nous désigne- 
rons toujours par X, |x, v les 
angles yoz, zoXf xoy. Nous 
représenterons par a, b, c les 
cosinus des angles que fait la 
direction ox' avec les trois di- 
rections ox, oy, oz, par a', 6', c' 
et par a", b", c" les quantités 
analogues pour les directions 
oy\o^. 

Le tableau suivant dont nous 
ferons souvent usage rappelle 
nettement la signification des 
neuf quantités que nous venons 
de définir. 




Fig. 12. 



X 



y 



z 



X' y' 



z' 



a 


a' 


a' 
b' 


b 


b' 


c 


e' 


c' 



Soit M un point quelconque de l'espace ; construisons le 
contour oARM de ses coordonnées anciennes x^y, z^ et le 
contour oA'R'M de ses coordonnées nouvelles x', t/', 2'. En pro- 
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jetant orthogonalement ces deux contours successivement sur les 
trois axes ox, oy, 0%, on obtient les relations 

(2) xcosv + y + «cosX =zbxf + h'y'+ Vi 
xcosjx -|-ycosX-|-2 = tsi \-(i]l + c*i5'. 

Le déterminant des inconnues x, y, % est la fonction que nous 
avons désignée par Q; comme il n'est pas nul (9), les équations (2) 
sont toujours compatibles et donnent pour x, y, % des valeurs de 
la forme 

(3) y = vx'-fv'»'4-î'''^' 

Remarque I. — Les coefficients de ^ dans les équations (8) 
sont les paramètres directeurs de la demi-droite ox! ; les coeffi- 
cients de y' sont les paramètres directeurs de la demi-droite o^ ^ 
enfin les coefficients de i sont les paramètres directeurs de la 
demi-droite 02'. 

On le voit immédiatement en observant que si sur ox! ^ par 
exemple, on prend un point T tel que 0!' = i, ses coordonnées 
nouvelles sont x' = 1, j/ = 2 = 0, et que, par suite, ses coordon- 
nées anciennes sont justement u, v, w* 

Remarque II. — Il faut se rappeler que les cosinus a, fr, c ou 
les paramètres directeurs ii, v, vû ne sont pas arbitraires, mais liés 
respectivement par une relation . Il en est de même des autres 
cosinus et des autres paramètres directeurs. 

Cas particuliers. — 1* Le système primitif est rectangulaire. — 
On a 

C0SX = C0S{Jl = COSV = COR- = 0, 

et les équations (2) se réduisent à 

a; := ax* + a' j/' + «' ^ 

(4) y=t«' + ftV + 6V 

Alors les relations entre les cosinus qui deviennent du reste 
II 2 



18 • LIVRE I. — CHAPITRE II 

les paramètres directeurs, sont 

a« +t« +c« =1 

(I) a'«+fr'«-hc'«=^l 

a"« + fr''« + c'« = l. 

2'' Les deux systètnes sont rectangulaires. — Outre les relations ( I ) 
on a encore 

aa' +bb' +cc' =0 

(II) a'a"+fr'fc'' + c'c":^0 

a' a +b'b+c''c=0. 

Remarque. — Quand les deux systèmes d'axes sont rectangu- 
laires, les neuf cosinus sont liés par six relations, et trois seule- 
ment d'entre eux sont arbitraires. 

14. Dans le cas où les deux systèmes d'axes sont rectangulaires, 
les neuf cosinus satisfont à d'autres relations souvent utiles mais 
qui ne sont pas distinctes des relations (I) et (II). 

En regardant le tableau T on voit que a, a', a' par exemple sont 
les cosinus des angles que fait la direction ox avec les trois di- 
rections ox\ 07/ y oz' ; comme les nouveaux axes sont rectangu- 
laires on a d'abord les relations 

(aâ+a'« + a''« = l iab + a'b' ^a'b' ^0 

(III) b* _|_ t'«-f- t"» = l (ÏV) bc + b'c' +tV =0 

fc« + c'^+c'« = l (ca + c'a' + cV=0. 

Pour obtenir les autres relations, nous allons résoudre les 
équations (4) de deux manières difTérentes, par rapport à x\ y'^z'. 

Ajoutons ces équations après les avoir multipliées respective- 
ment par a, ft, c, puis par a', t', c', et enfin par a", 6", c" ; nous 
aurons, en tenant compte des relations (I) et (II), 

x' ^^a x-\-b y -\-c z 
y' = a' X ^b'y^c' z 
z'=^a''x-\-b"y+c''z. 

Les mêmes équations résolues par la règle de Cramer nous 
donnent 

Dx' = [b'c" — c'b") X + {da' — a'c")y -^(a'b" — b'a'')z 
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et des valeurs analogues pour y' et 2'. (D est le déterminant des 
inconnues si ^ y\ ^ .) 
En comparant cette seconde solution à la première» on a 

V(f — dV=aJi c'a'' — a'(f = bB a'b" — b'a" = cD. 

Ajoutons ces relations après les avoir élevées au carré et te- 
nons compte de l'identité suivante : 

(Im' — mr)« + (mn'~nm')« + (wf — In')« 
= (I« + w» + n«)(l'» + w'« + n'«) — («'+mm' + nn')« 

qui est due à Lagrange, nous aurons 

{a'« + fc'2 + c'«) ( a^ + b"^ +c^) — {a' a" + b'b' + c'cy 

= (a« + fr« + c«)D«; 

c'est-à-dire D :=±: 1, à cause des relations (I) et (II). 
En résumé nous avons les nouvelles relations suivantes : 



a 


a 
b 
c 


a' a' 
b' b' 
d c" 

b 


b'c'-db'~ 


'c'a 


'—a'c' 



= + l 



/-W 



aV—b'à 



= ±1 



et celles que l'on déduit des trois dernières en permutant les 
accents. 

Théorème. — Soit le déterminant 



D = 



a a 
b b' 



a" 
b" 



Si la somme des carrés des éléments de chaque colonne est égale 
à Vunité; si de plus la somme des produits des éléments correspon- 
dants de deux colonnes quelconques est nulle, alors : 

1'» Ces deux propriétés sont vraies pour les lignes. 

2° Le déterminant D est égal à +. 1. 

S'» Le quotient de chaque élément par le mineur correspondant 
est égal à +. 1 • 
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15. Il est facile de reconnaître si l'on a D = + ^ ou D = — 1. 

Quand un corps solide- tourne autour d'un axe fixe, la rotation peut s*ef- 
fectuer dans deux sens différents. Pour les distinguer, on représente l'axe de 
rotation par une demi-droite ol et l'on suppose un observateur place sur cette 
demi-droite les pieds en o et la tête en I. 

Si cet observateur voit la rotation s'effectuer de sa gauche vers sa draile, 
on dit que le sens de la rotation est direct; il est dit inverse dans le cas 
contraire. 

Considérons maintenant un trièdre trireclangle oxyz^ et plaçons l'obser- 
vateur les pieds en o et la tête successivement en d;, y et 2 ; il est aisé de 

voir que les trois rotations d'une amplitude égale à -- autour des axes ox, oy, 

z 

oi qui amènent oy sur oz, oz sur oXy ox sur oy sont à la fois directei ou 

à la fois inverses. 

Quand ces trois rotations seront directes, nous dirons que le trièdre est 
direct; quand elles seront inverses, nous dirons que le trièdre est inverse. 

Cela posé, on peut énoncer la règle suivante : 

Règle. — On devra prendre D = ~\-i H les deux trièdres oxyz^ ox'y'z! sont 
de même espèce et D^ — i si Cun est direct et Vautre inverse. 

En effet, faisons tourner, d'une manière continue, le trièdre oafy'i! autour 
du point ; dans ce mouvement, le déterminant D ne pourra varier que d*une 
manière continue : comme il ne peut prendre que les valeurs + 1 ou — 1, il 
restera constant. 

De cette remarque il résulte qu'il suffira de chercher la valeur que prend D 
pour une position particulière du trièdre mobile. 

Faisons coïncider ox* avec ox et oy' avec oy ; deux cas pourront se pré- 
senter : 

1* l,es deux trièdres sont de même espèce. — Dans ce cas, o z' coïncide avec o z 
et l'on a 

a=-à' = d' = i 
a' = a" = b=ib" = c = d=0 ; 

donc D:=+ 1. 

2« //un des trièdres est direct et Vautre inverse. — Dans ce cas, 03f coin* 
cide avec le prolongement de 02, et l'on a 

a = ^' = — c" = 1 
a' = fl" = ô = 6" — c = c' = ; 

donc D = — 1. 
La règle énoncée est donc établie. 



Transformation générale. 



16. Quand on change à la fois Torigine et la direction des axes, 
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les formules de transformation sont 



y = yo + vx' f-r'y' +vV 

z=zq-}- wx' + w'y + w*^' ; 



elles sont du premier degré par rapport à x', y\ z'. 



ClasBiflcation des surfaces. 

17. On divise les surfaces rapportées à des coordonnées rec- 
tilignes en surfaces algébriques et en surfaces transcendantes, 
suivant que leur équation est algébrique ou transcendante. 

Quand Téquation d'une surface est algébrique, on peut toujours, 
en faisant disparaître les radicaux et les dénominateurs, la mettre 
sous forme entière. 

Cela posé, on classe les surfaces algébriques d'après le degré 
de leur équation mise sous forme entière. 

Si cette équation est du degré m, on dit que la surface est 
d'ordre m. 

On démontrera, comme dans la géométrie plane, que le degré 
d'une équation mise sous forme entière ne peut pas être altéré 
par la transformation des coordonnées. 

Théorème I . — Une surface algébrique d'ordre m est coupée par 
un plan suivant une courbe qui est au plus d'ordre m. 

Prenons le plan sécant pour plan des xy, et soit 

[(x, yyZ) = 

l'équation de la surface. On aura l'équation de la section rappor- 
tée aux axes ox, oy en faisant 2 = dans l'équation précédente, 
ce qui donne l'équation 

nx,y,0) = 

qui est au plus du degré m. 

Théorème II. — Une surface algébrique d'ordre m est rencon- 
trée par une droite au plus en m points. 
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Prenons la droite pour axe des x et soit 

f{x,y,z) = 

réquation de la surface. 

. Pour avoir les abscisses des points où la surface rencontre l'axe 
des X, nous devons faire y = 2 = dans son équation, ce qui 

I 

donne Téquation 

fix, 0,0) = 0, 

qui a au plus m racines, car elle est au plus du degré m. 

ClaBsiflcation des courbes. 

18. Définition. — On dit qu'une courbe est gauche ou à double 
courbure qu^ind tous ses points ne sont pas dans un même plan. 

Une courbe gauche est dite d'ordre m quand un plan quelconque 
la coupe en m points. 

Théorème. — L'intersection de deux surfaces ^ Vune d'ordre m 
et Vautre d'ordre p, est une courbe de V ordre mp. 

En effet un plan quelconque coupe la première surface suivant 
une courbe d'ordre m et la seconde suivant une courbe d'ordre p. 
Or, d'après le théorème de Bézout, ces deux courbes ont géné- 
ralement mp points communs. 

Formules d'Euler. 

19. Les formules qui permettent de passer d*un système rectangulaire à un 
autre système rectangulaire sont symétriques, mais elles ont l'inconvénient 
de renfermer neuf cosinus, dont trois seulement sont arbitraires ; dans les 
applications on ne doit donc jamais perdre de vue les six relations qui lient 
les neuf cosinus. 

Il est quelquefois avantageux, surtout en Mécanique et en Astronomie, d'em- 
ployer des formules dans lesquelles n'entrent que trois constantes. 

Ces formules sont dues à Euler ; nous allons les établir. 

Soient oxyZy oafy^z' les tricdrcs trirectangles formés par les axes des coor- 
données positives anciennes et nouvelles ; nous les supposerons de même 
espèce, tous les deux directs, par exemple^ et nous allons montrer qu'on 
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peut ameaer le premier trièdre sur le second par trois rotations successives. 
Les angles décrits dans chacune de 



ces rotations 
d'Enler. 



sont les constantes 



Première rotation. — Soit N la 
trace du plan a^oy' sur le pian xoy. 

Faisons tourner le trièdre o:r|/ s au- 
tour de ojt, dans le sens direct» jus- 
qu'à ce que la demi-droite ox ren- 
contre , pour la première fois , la 
trace N ; soient ox^ la position que 
prend alors ox^ et ^ l'angle compris 
entre G et ;? décrit par cette demi- 
droite. 

Après cette rotation le trièdre occu- 
pera la position ox^y^z. 




Fig.l3. 



Deuxième rotation. — Remarquons d*abord que la droite oz' perpendicu- 
laire au plan x^oy' est perpendiculaire sur la trace oXt et par suite située 
dans le plan zoy^ qui est perpendiculaire sur ox^. 

Cela posé, faisons tourner le trièdre ox^y^z autour de ox^, dans le sens 
direct, jusqu'à ce que oz coïncide avec oz\ et appelons l'angle compris 
entre et Sn décrit par oz. 

Après cette seconde rotation, le trièdre occupera la position ox^y^z\ 

Troisième rotation. — Remarquons que les droites ox^<, ox\ oy^^ oy' per- 
pendiculaires sur oz' sont dans un même plan. 

Cela posé^ faisons tourner le trièdre ox^y^z' autour de oz\ dans le sens di- 
rect, jusqu'à ce que ox^ coïncide avec oa^\ comme ce trièdre et le trièdre oxyz 
sont de même espèce» la demi-droite oy, coïncidera avec oy\ Appelons 9 
l'angle compris entre et ^tz décrit par ox^. 

Quand on connaîtra les trois angles <]/, 0, 9, c'est-à-dire les constantes 
d'Euler, on pourra, par trois rotations successives, amener le trièdre oxyz 
sur le trièdre oxfy'z\ 

Ce trièdre occupera successivement les positioos suivantes : 



(1») oxyz (2«) ox.y^z (S*) 



ox^y^z' 



(4-) 



ox'y^z\ 



Soit M un point quelconque de l'espace ; désignons ses coordonnées par 
rapport aux systèmes (1), (2), (3), (4) respectivement par 



(^y-s) 



(^1^1 3) 



(^i^î^') 



(a/y'V). 



Deux systèmes d'axes consécutifs ont un axe commun^ donc le passage d'un 
système au suivant exigera seulement l'emploi des formules relatives à la 
transformation des coordonnées dans un plan. 

On a ainsi, par ces transformations successives, les relations 



x^ =:ic'cos9 — ^'sin9 



x = X4C0S+ — y^sinv)/ y, = ygC0s6 — i'sInO 

y =x,sin<^-f yiC0s4' î =y,sinO-t-5'cosO y, = a;'sin 9-f-y'cos9. 
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L'élimination des quantités auxiliaires x^, y«, y^ donne 



( 



X = ir'(cos9C08 4; — sin9sin4'C086) — y' ( sin 9 ces 4* + cos 9 sin^ cosO) 

-|-2'8in4;sln6 
y = x'(cosçsin ^ + sinçcos^J^cosO) — ^'{sinç sin ^ — cosipcos i)/cos6) 

— a'cos^sind 
irnor'sinç sinÔ-f-y'cosfsinO + VcosO 



Telles sont les formules connues sous le nom de formules d'Ëuler. 

Section d'nne surface par un plan. 

20. Quand on veut étudier les propriétés métriques de la sec- 
tion d'une surface par un plan, par exemple reconnaître si cette 
section est un cercle, une hyperbole équilatère. . ., il est souvent 
utile d'avoir l'équation de la section rapportée à des axes situés 
dans son plan. 

Les formules d'Euler donnent la solution de cette question. 

Nous supposerons que la sm*face est rapportée à des axes rec- 
tangulaires et que le plan sécant passe par Torigine. Si celte der- 
nière condition n'était pas remplie, on transporterait l'origine en 
un point du plan sécant, par exemple en l'un des points où il ren- 
contre les axes de coordonnées ox, oy, 0%, 

Prenons le plan sécant pour plan des x'^ et pour axe desx' sa 
trace sur le plan xoyj on aura o =0. 

Par rapport au système ox\ oy\ oi les points du plan sécant 
ont une cote nulle ; on aura donc les coordonnées d'un point de 
ce plan rapporté aux axes j;, oy, 02 en faisant 2;' = 0, 9 = dans 
les formules d'Euler, ce qui donne 

x = x! cos ^ — y' sin ^ cos 6 
(5) y=:.x's\ti^ j-y'cos'j/cosô 

3 = j/'sin6. 

En substituant ces valeurs de x, y^ z dans l'équation de la sur- 
face^ on aura l'équation de la section rapportée aux axes ox\ oy\ 

Démonstration directe des formules précédentes. — Au 
lieu de déduire les formules (5) de celles d'Ëuler nous allons les 
démontrer directement en profitant des simplifications qui résul- 
tent de ce que l'on a 2' = et de ce que l'axe des j/ coïncide avec 
la trace du plan sécant sur le plan xoy» 
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Nous prenons ici pour axe des x' la trace du plan sécant sur le 
plan xoy. 

Menons, dans le plan sécant, une demi-droite 01/ perpendicu- 
laire sur oxf ; puis une demi-droite o:ii perpendiculaire sur le plan 
sécant et dans un sens tel que les deux trièdres oxyZy oxîxji 
soient de même espèce. Nous les supposerons directs. 

Faisons tourner le trièdre oxy%^ dans le sens direct, autour 
de 0% jusqu'à ce que ox coïncide 
avec ooi ; appelons ^ l'angle com- 
pris entre et 2ic décrit par ox. 

Après cette rotation le trièdre 
occupera la position ox'yiZ. 

Remarquons maintenant que les 
quatre droites 02, oz',oyi,oi/ sont 
dans un môme plan perpendicu- ^y^ 
laire à oar' 

Cela posé, faisons tourner le 
trièdre oa:'y|2 autour de ox', dans 
le sens direct, jusqu'à ce que oz coïncide avec oz' ; alors oyi 
coïncidera avec oy'. 

Appelons Tangle compris entre et 2w décrit par oz. 

Quand on connaîtra les angles ^ et ô dont le dernier est l'incli- 
naison du plan sécant sur le plan xoy, on pourra, par deux rota- 
tions successives, amener le trièdre oxyz sur le trièdre ox'y'^. 

Ce trièdre occupera successivement les positions suivantes : 




Fig. n. 



(1°) oxyz 



(2«) ox'yiZ (3*») ox'y'z'. 



Soit M un point quelconque du plan x'oy' ; désignons ses coor- 
données par rapport aux systèmes (1), (2), (3) par 



(^,»,2) 



(^>»i»«) 



ix',y\0). 



Deux systèmes consécutifs ayant un axe commun, on passera 
d'un système au suivant à l'aide des formules relatives à la trans- 
formation des coordonnées dans un plan. 

On a ainsi, par ces transformations successives, les relations 



x = r'cos'} — ^^î^i sîii'^^ ^i^y'cosô 
y =zx'sm^-\-yiCOS'^ z =y' sin^ 
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y =x'sin^-\- y' cosij/cosô 
z =y'6in6. 



Distance de deux points. 



21. Nous nous proposons de trouver l'expression de la distance 
de deux points en fonction de leurs coordonnées. 

Supposons d'abord que l'un des points donnés B coïncide avec 
l'origine et soient x, y y z les coordonnées de l'autre point A. Po- 
sons oA = I et appelons a, p, y ^^^ angles 
que la direction oA fait avec les direc- 
tions ox^ oy, oz des axes des coordonnées 
positives. Projetons maintenant orthogona- 
lement sur ces ax^s et sur o A le contour des 

^ — ^ / X coordonnées oCRA et le segment oA, nous 

aurons les relations 




X 


+ yCOSV +2C0SIX: 


ICOSOL 


^IÇCOSv 


—y 


-{-ZCOSl: 


Ico&p 


XCOS|/ 


. -f-ycos 


l+z 


îcosy 


XCOSOi 


. + J/COS 


i-\-ZCOS'^ 


-l 



Fig. 15. 

entre lesquelles il faut éliminer cosa^ cosp, cosy. Pour cela il 
sufBt d'ajouter les trois premières, après les avoir respectivement 
multipliées par x, y et z; en tenant compte de la troisième relation, 
on obtient la formule 

(« = a:« + y* + ^* + 2y2cosX + 22a:cosfiL + 2 j;t/cosv 

que nous écrirons, pour abréger, de la manière suivante : 

(«=: Sx* + 22:^^5 cosX. 

Cherchons maintenant la distance de deux points A(x, y y z)^ 
B{x\ j/, z') situés d'une manière quelconque dans l'espace. 

En transportant l'origine au point B on rentrera dans le cas 
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précédent et l'on obtiendra, comme en géométrie plane, la for- 
mule 

p = 2:(x — a:')« + 2S(y— y'JCx — 3')oo6X. 

Cas particulier. — Si les axes de coordonnées sont rectangu- 
laires, les formules précédentes deviennent 
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CHAPITRE PREMIER 



BU PLAN. 



22 . L'équation générale du premier degré entre les trois va- 
riables Xj Pf z est de la forme : 

(1) Ax + By + C2 + D = 0. 

La surface représentée par cette équation ne pouvant être cou- 
pée par une droite en plus d'un point est un plan . 
Nous allons démontrer directement cette proposition. 
Examinons d'abord deux cas particuliers. 

4® Les deux coefficients k etB sont nuls. — L'équation (1) de- 
vient 

C2-f-D = ou 2 = — -; 

elle représente un plan parallèle au plan xoy et coupant Taxe oz 
en un point dont la cote est — ^ . 

2* Le coefficient C est nul. — L'équation (1) devient 

comme elle ne contient pas z, elle représente un cylindre dont 
les génératrices sont parallèles koz] ce cylindre est un plan, car 
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sa trace sur le plan des xy est une droite ayant pour équations 

Supposons enfin qu'aucun des coefficients A, B, C des variables 
ne soit nul. La trace sur le plan des xy de la surface représentée 
par l'équation (1) est une droite AB ayant 
pour équations If/ 

G 
z=zO Ax + By + D = 0. 

CouponslasurfaceparunplanP (2= y) 
parallèle au plan des xy, la projection de 

cette section sur ce plan a pour équation 

A« + By + Cy + D = 0; 

c'est une droite A'B' parallèle à AB. La 
section elle-même étant la ligne suivant 
laquelle le plan P, parallèle à xoy, ren- 
contre le plan mené par A'B' parallèle- 
ment à oz, est une droite 6 parallèle à A' B', et, par conséquent, 
parallèle à AB. 

Il résulte de là que la surface inconnue est un cylindret car on 
peut la regarder comme engendrée par une droite 6 parallèle 
à AB. Ce cylindre est un plan, puisque sa trace sur le plan zox 
est une droite AC dont les équations sont 

»==0 Ax + Cz + D = 0. 

Réciproquement, tout plan est représenté par une équation du 
premier degré. 

La proposition est évidente quand le plan est parallèle à l'un 
des plans coordonnés, celui des xy par exemple, car il a alors 
pour équation z = e. 

En second lieu si le plan est parallèle à l'un des axes de coor- 
données, l'axe oz par exemple, on peut le considérer comme un 
cylindre dont les génératrices sont parallèles k oz et dont la trace 
sur le plan xoy est une droite. Le plan considéré est donc repré- 
senté par une équation de la forme 




Ax + Bj/ + D=0. 



30 



LIVRE II. — CHAPITRE I 



Supposons enfin que le plan donné P ne soit parallèle 

à aucun des axes de coordonnées ; 
>/ soient A(a, 0, 0), B (0, b, 0) , G(0, 0, c) 

les points où il rencontre les trois 
C / axes de coordonnées. Nous savons que 

réquation 

(1) Ax- + By + C2 + D=:0 

représente un plan R ; elle représen- 
tera en particulier le plan P, si l'on 
peut disposer des coefficients A, B, C, D 
de manière que le plan R passe par les 
trois points A, B, C du plan P. 

En exprimant que les coordonnées 
de ces points satisfont à Téquation (1) 
on obtient les relations 




Fig. 17. 



A 

D 



1 

a 



B 
D 



i 
b 



C 
D 



et l'équation (1) devient 



(2) 



a ^ b ' c 



L'équation (2) représente le plan P, et la réciproque est com- 
plètement démontrée. 

Remarque. — L'équation (2) est celle d'un plan en fonction 
des coordonnées des points où il rencontre les axes de coordon- 
nées. 

Conditions pour que deux plans soient parallèles. 

23. Théorème. — Pour que deux plans soient parallèles^ il faut 
et il suffit que, dans les équations de ces plans, les coefficients 
de x,y et % soient proportionnels. 

Soient 



Aa; + By + C2 + D = A'a; + B'y + C'2 + D' = 



DU PLAN Si 

les équations des deux plans. Pour que ces plans soient parallèles , 
il faut et il suffit que leurs traces sur deux des plans coordonnés 
soient respectivement parallèles. En exprimant cette double con- 
dition on obtient sans difficulté les relations 

A_B_C 
A'""B'""C'' 



Problàmes sur le plan. 

L'équation générale du plan 

renferme trois paramètres ; donc trois œnditions simples sont 
nécessaires pour fixer la position d'un plan dans l'espace. 

24. Problème I. — Trouver léquation générale des plans pas- 
sant par un point donné k[x\if^%'). 

On obtiendra l'équation cherchée en éliminant D entre les 
équations 

kx +By +C«+D = 
Ax' + By' + C^'+Dr^O, 

ce qui donne l'équation 

A(x^x') + B(y-y') + C(«-2') = 0. 

25. Problème II. — Mener par un point donné k{xlf y', z') un 
plan parallèle à un plan donné P . 

Soit 

Ax + By + Gz-\-B = 

réquation du plan P ; l'équation du plan inconnu sera de la forme 

k(x^x') + B'{y^y')-{-C{z--'Z') = 0. 
Ce plan devant être parallèle au plan P, on aura 

A~B~G' 
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réquation cherchée est donc 

A{x-x') + B{y-y') + C{z-^z') = 0. 

26. Problôme III. — Trouver Véquation d'un plan passant par 
troispoints A, (0:4,^1,21), Aj(Xi,î/j,2j), A^(x^,y^f «3)- 

Par une méthode semblable à celle qui a été donnée en géomé- 
trie plane (G. P, 38) on trouve que l'équation cherchée est 



X y z i 

^1 yi ^1 1 

x^ y^ z^ 1 

a^s î/s ^3 ^ 



= 0. 



27. Problème IV. — Trouver Véquation générale des plam qui 
passent par la droite d'intersection L de deux plans donnés P, Pi . 

Soient 

P =A x + By + Cz + D =0 
Pi = A.x + B,y + C,2 + Di = 

les équations des deux plans donnés. L'équation 



(3) 



àp+x,p^ = o 



représentera, quand on fera varier les constantes X, X^, un fais- 
ceau de plans passant par la droite L intersection des plans P, P|; 
en effet les coordonnées d'un point de L annulent P et P|. 

En second lieu l'équation (3) représentera un plan quelconque R 
passant par L ; car on peut déterminer X et X| de manière que 
l'équation (3) soit satisfaite par les coordonnées x = x',y = y', 
z = %' d'un point M pris arbitrairement sur le plan R. La relation 
de condition est 

XP+XiPi = 0, 

en représentant par P, P\ les valeurs que prennent les fonc- 
tions P, Pj quand on y remplace Xy y, 2 par x', y*, 2'. 
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En tenant compte de cette relation, l'équation (3) devient 

p p, 



'*' F p; 



/ ' 



et le plan qu'elle représente se confond avec R. 

Remarque. — L'équation (4) donne la solution du problème 
suivant : 

Problème V. — Trouver Véquation d*un plan passant par un 
point donné }A(x\ y\ z') et par la droite L intersection des plans 
P,P,. 

28. Problème VI. — Trouver l'équation générale des plans qui 
passent par le point de concours S de trois plans donnés P, P^, P^. 

Soient 

P = P4 = Pj = 

les équations des trois plans donnés, l'équation cherchée sera 

XP + >.4P^ + X5Pj = 0. 

D'abord les plans représentés par cette équation passent tous 
par le point S ; en second lieu l'équation peut représenter un plan 
quelconque R passant par S, car on peut déterminer les constan- 
tes X, X4, X, de manière qu'elle soit satisfaite par les coordonnées 
de deux points pris arbitrairement sur le plan R. 

29. Théorème I. — Quand r équation d'un plan contient un 

paramètre arbitraire — au premier degrés tous les plans qu'elle 

représente passent par une même droite. 
En effet Téquation du plan est alors de la forme 

XP + X4P,=0, 

et cette équation est satisfaite quels que soient X et X^ par les coor- 
données de tous les points de la droite ayant pour équations 

P = Pi = Û. 
II 3 
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30. Théorèine II. — Pour que trois plans ayant pour équations 

P = P,=:0 Pa = 

passent par une même droite, il faut et il suffit quHl existe entre 
les fonctions P, Pf, Pj une relation linéaire et homogène. 

1* La condition est nécessaire, — Soient en effet 

P =r A x + B y4-C 2-t-D =0 
P, = A4X + B,y + C,z + D, = 
Pj = AaX + B,y + Cj2 + Da = 

les équations des trois plans donnés P, P|, P,. L'équation 

(5) Î^^Pj + X^Pa^^O 

dans laquelle \y X^ sont des paramètres arbitraires, représente 
tous les plans passant par la droite L intersection des plans P|, 
Pj ; comme, par hypothèse, le plan P passe par la droite L, il 
pourra être représenté par Téquation (5) ; en d'autres termes, il 
existera des constantes X, X|, \ qui ne sont pas toutes nulles et 
telles que Ton aura idendiquement 

XP + X^P^+X^Pj^O. 

2® La condition est suffisante. — Supposons en effet que Tenait 
l'identité 



(6) XP + XjPj + XjPj^O, 

les constantes X, X^, X^ n'étant pas toutes nulles. Pour fixer les 

> 
< 



idées, soit, par exemple, X^O; de l'identité (6) on tire la nou- 



velle identité 



P = — ^P — ^P 
^— X^* X^*' 



elle nous montre que le plan P est représenté par l'équation 
Donc ce plan passe par la droite d'intersection des plans P|, P, 
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Expression analytique de la condition précédente. — En égalant 
à zéro, dans l'identilé (6), les coefficients de x, y, % et le terme 
constant, on obtient les relations 

_. BX-|-B|X| -|-BjXj = 

^ ^ CX+C4X4 + C,Xj = 

DX + DiX4-fD,Xj = 0. 

Ces équations sont homogènes par rapport aux quantités X, X,, 
X^ qui ne sont pas toutes nulles ; en les associant trois à trois on 

« 

voit que, si les trois plans passent par une même droite, tous les 
déterminants formés avec trois colonnes du tableau rectangulaire 
suivant : 

A B G D 
Al B, G, D, 
As Bg \-*% Bg 

sont nuls. 

Réciproquement, quand les déterminants (ABiG^), (AB^ D,), 
(AG4Dj),(BCiDj) sont nuls les trois plans P, P|, F, passent par 
une même droite. 

En effet ces relations expriment qu'on peut satisfaire aux équa- 
tions (7) par des valeurs de X, X^, X^ qui ne sont pas toutes nulles, 
et, par suite» Tidentité (6) sera également satisfaite. 

Remarque. — Les quatre conditions 

(AB,C5) = (ABiDj) = (ACiD2) = (BC4Dj) = 

se réduisent à detix distinctes ; car, pour que le plan P contienne 
la droite d'intersection des plans P^, P3, il suffit que devji points 
de cette droite soient dans le plan P. Quand nous aurons étudié 
l'intersection de trois plans, il sera facile de reconnaître les deux 
relations de condition qui sont distinctes, 

31 . Théorôme III. — Quand l'équation d'un plan contient deux 

paramètres arbitraires —, r-^ et qu'elle est linéaire par rapport à 

ces paramètres^ tous les plans qu'elle représente passent par un 
même point» 
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Eq effet rëquatioQ du plan est alors de la forme 

et cette équation est satisfaite quels que soient X, X^^X, par les 
coordonnées du point de rencontre des trois plans F, P|, P,. 

32. Théorème IV. — Pour que quatre plans ayant pour équa- 
tions 

Pr=0 Pi=0. P,==0 P3 = 

passent par un même points il faut et il suffit qu'il existe entre les 
fonctions P, P^, Pj, P3 une relation linéaire et homogène. 

1* La condition est nécessaire. — Soient en effet 

P=Ax + By + G2 + D=:0 

Pj=:=AjX + Bjj/ + Cja f Dj=0 
P3^A3X + 63^ + 052 + 03:^0 

les équations des quatre plans P, P|, P^, P3. L'équation 

(8) X,P, + X,P, + X3P3-0 

dans laquelle X^, X^, X3 sont des paramètres arbitraires, représente 
tous les plans passant par le point de rencontre S des trois 
plans F^, Pj, P3 ; comme par hypothèse le plan P passe par le 
point S, il pourra être représenté par Téquation (8) : en d'autres 
termes, il existera des constantes X, X|, X,, X3 qui ne sont pas 
toutes nulles et telles que Ton aura identiquement 

(9) XP + X,P, + X,P, + X3P3 = 0. 

2^ La condition est suffisante, — Supposons en effet que Ton 
ait ridentité (9) et que la constante X par exemple ne soit pas 
nulle ; on en tirera la nouvelle identité 

p ^M p ^4p ^3p 

^ ; — r- A I r- A 4 :- * 3» 

A A A 
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elle nous montre que le plan P est représenté par réquation 

Ce plan passe donc par le point S intersection des plans P|, 
P«» Ps» 

Expression annly tique de la condition précédente. — En déve- 
loppant i'idendité (9) comme pour le Théorème II, on trouve que 
le déterminant (ABiC^Da) doit être nul. 

La réciproque se démontre aussi de la même manière. 

33. Problème Vil. — Trouver V intersection de trois plans P, 
Pi, Pj. 

Le problème revient à la résolution et à la discussion des trois 
équations 

P =A X -B y fG 2-f D =0 
j 10) P^ = A^ X f B, .y f C| 2 + Dj = 

P^ = A^x \B^y 1-0^2 + Dj = 0; 

cette question a été traitée en Algèbre ; nous n'aurons ici qu'à 
interpréter géométriquement les résultats connus. 

Nous désignerons par G le déterminant des inconnues x, y y 2, 
et nous distinguerons plusieurs cas. 

Premier cas. — Le déterminant G n'est pas nul — Les trois 
plans se coupent en un point unique à distance finie, ils forment 
un véritable trièdre. 

Deuxième cas. — Le détei^minant G est nul, mais un mineur 
du premier ordre AB, — BA^ par exemple n'est pas nul. 

Ce cas se subdivise en deux autres. 

1** Le déterminant (AB^Dj) n'est pas nul. — Les équations (10) 
sont incompatibles ; comme G est nul on a idendiquement (30) 

X(P-D) + X,(Pi-Dj + X,(P,-D,^ = 0, 

ce qui montre que les trois plans transportés à l'origine passent 
par une même droite. 

Les trois plans P, P|, P^ sont donc parallèles à une même 
droite ; ils forment un prisme triangulaire indéfini et on peut les 
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regarder comme se coupant en un point unique situé à distance 
infinie. 

2*» Le déterminant (ABjD,) est nul. — Si Ton donne à z une 
valeur arbitraire ^ les équations P = 0, P, = donnent pour x et y 
des valeurs qui satisfont à Téquation P, =0 ; donc tous les points 
de la droite intersection des plans P et P| sont situés dans le 
plan P, et les trois pians passent par une même droite . 

Il résulte de là que les conditions nécessaires et suflisantes 
pour que trois plans P, P|, P^ passent par une même droite située 
à distance finie sont 

(ABiCa)==0 (ABiDj)=0. 

Il ne faut pas oublier que cela suppose que le mineur ABj — BA| 
n'est pas nul. 

Troisième cas. — Tous les mineurs du premier ordre de G sont 
nuls ; mais un élément au moins, A par exemple^ n'est pas nul. 

Ce cas se subdivise en deux autres. 

1** Les déterminants AD^ — DA|, ADj — DA^ ne sont pas nuls 
tous les deux, — Les équations (10) sont incompatibles; on vérifie 
facilement que les trois plans sont parallèles. 

Remarque. — Dans ce cas les plans P|, P^ peuvent être reje- 
tés à l'infini ; cela aura lieu pour le plan P^ par exemple quand 
on aura à la fois A, = B| = C| = 0, car il rencontrera chacun des 
axes de coordonnées en un point rejeté à l'infini. 

2" Les déterminants AD| — DA|, ADj— DA^i sont nuls. — Si 
l'on donne à y et k z des valeurs arbitraires, l'équation P=:0 
donne pour x une valeur qui satisfait aux équations P| = 0, 
P^ = ; donc tous les points du plan P sont situés dans les 
plans P|, P, et les trois plans se confondent. 

Remarque. — Dans ce cas les plans P^ et Pj peuvent être in- 
déterminés, c'est-à-dire que leurs équations peuvent prendre la 
forme = 0. 

Il n'y a pas lieu d'examiner le cas où tous les éléments Ai, Bi, 
G« sont nuls, car alors les plans donnés n'existent plus en réalité. 
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Équation du plan en fonction des angles que font les axes de 
coordonnées avec la perpendiculaire abaissée de l'origine 
sur le plan et de la longueur de cette perpendiculaire. 



34. De rorigine abaissons sur le plan P une perpendiculaire oD ; 
désignons par p la longueur oD et par a, p, y les angles que font 
les directions ox, oy, oz des coordon- 
nées positives avec la direction oD. 

Prenons sur le plan un point quel- 
conque M{x, y, z), construisons le contour 
de ses coordonnées et projetons ortho- 
gonalement sur oD les deux chemins 
oÂRMD et oD. La projection de MD 
étant nulle, nous aurons la relation 

(11) a:cosa-f-ycosp + 3;cosY — p = 0. 

Cette équation qui a lieu entre les coor- 
données d'un point quelconque du plan P, 
représente ce plan. 

Remarque. — La forme que nous venons de donner à l'équa- 
tion du plan nous permettra de trouver facilement les angles que 
les axes de coordonnées font avec une normale à un plan ou la 
distance d*un point à ce plan. 

35. Problémre VIII. — Connaissant Véquation d'un plan, trouver 
les angles que les directions positives des axes de coordonnées font 
avec une normale au plan. (Coordonnées rectangulaires . ) 




Soit 



P:=Aj-l-By + C2 + D = 



l'équation du plan ; en désignant par a, p, y les angles inconnus, 
le plan sera aussi représenté par l'équation (11) ; on a donc 



(12) 



COSa 



cos|5 

"b" 



COSy 



1 



G +.\/a« + b«+c« 



Les formules (12) donnent, pour chaque cosinus, deux valeurs 
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égales et de signes contraires ; quelques développements sont 
nécessaires si Ton veut préciser les angles qui correspondent à 
chacun des deux signes du radical. 

Le plan P sépare l'espace en deux régions ; en chaque point M 
de Tune de ces régions la fonction P conserve un signe constant, 
car elle reste finie, continue et ne s'annule pas quand le point M 
reste dans la même région. Cette fonction change de signe quand 
le point M passe d'une région à l'autre ; on le voit en plaçant ce 
point d'abord sur Taxe des ;s positifs puis sur Taxe des z négatifs. 
La fonction P se réduit alors kCz-\-D, et elle a le signe de Gz 
pour des valeurs absolues suffisamment grandes de z. 

La région pour tous les points de laquelle on a P > est appe- 
lée la région positive de l'espace. 

Celle pour tous les points de laquelle on a P<10 est appelée 
la région négative de l'espace. 

A partir de chaque point du plan, sur la normale en ce point, 
on distingue deux directions opposées. 

On appelle normale positive celle qui se dirige vers la région 
positive du plan, et normale négative celle qui se dirige vers la 
région négative du plan. 

Cela posé, nous allons établir la règle suivante : 

Règle. — Si dans les formules (12) on donne au radical U 
signe -\- , elles déterminent les cosinus des angles que les directions 
positives des axes de coordonnées font avec la nonnale positive; st, 
dans ces formules on donne au radical le signe —, elles déterminant 
les cosinus des angles que les directions positives des* axes de coor- 
données font avec la normale négative. 

Sur une normale au point M, (x^, i/i, 2i) du plan P prenons une 
longueur M^M' =:p, les cosinus des angles a, p, y que les direc- 
tions positives des axes de coordonnées font avec la direction 
M, M' seront déterminés par l'une ou l'autre des formules (12). En 
projetant orthogonalement M^M' sur ces axes on a, pour exprimer 
les coordonnées x' ,y\ i du point M', les relations 

.r':=X| -f-pcosa y' = ffi + pcosp 2' = 24 -|-pcosY. 
Substituons ces valeurs dans la fonction P, nous aurons 
Ax' + By' + G5' + D = P^+p(Acosa + Bcosp + CcosY) 
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OU bien 



en remarquant que P| est nul, tenant compte des équations (12) et 
désignant par F la valeur que prend la fonction P pour x=: j/, 
y = i/, z = z'. 

Si le point M' est sur la normale positive, P est positif, et^ dans 
le second membre de l'équation (13), on doit adopter le signe -1-, 
ce qui exige qu'on adopte également ce signe dans les équa- 
tions (12). 

Si le point M' est sur la normale négative, P est négatif, et, 
dans le second membre de l'équation (13), on doit adopter le 
signe — , ce qui exige qu'on adopte également ce signe dans les 
équations (12). 

La règle énoncée se trouve ainsi établie. 

36. Problème IX. — Connaissant les équations de deux platis, 
trouver Vangle de ces deux plans. (Coordonnées rectangulaires.) 
Soient 

Ax^By-{-Gz + î) = A'x {-B'y -[-Gz + D' = 

les équations des deux plans ; ces plans forment entre eux deux 
angles respectivement égaux aux angles formés par les normales 
à ces plans. Désignons par a, p, y et par a', p\ y les angles que 

les directions positives des axes de coordonnées font avec les 
normales aux deux plans et par V l'un quelconque des angles 
cherchés, nous aurons 

cos V = cos a cos a' |~ cos p cos p' ~\- cos Y cos Y ; 

d'où, en vertu des formules (12), 

AA' + BB' -f ce 



cosV= +. 



[iA« + B4 + C«)(A'« + B'« + G'«)]i' 



Au signe -f- correspond le cosinus de l'angle des deux nor- 
males positives ou des deux normales négatives ; au signe — 
correspond le cosinus de l'angle que fait une normale positive 
avec une normale négative. 

Condition de perpendicularité de deux plans. — Cette con- 
dition est exprimée par la relation 

AA' + BB' + CC'=0. 
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LIGNE DROITE. 

37. Toute droite de l'espace peut être considérée comme Tin- 
torsection de deux plans, une droite sera donc représentée par 
deux équations du premier degré 

considérées simultanément. 

Projections d'une droite. — Supposons que AB' — BA' ne 
soit pas nul, les équations précédentes pourront être résolues par 
rapport kx ethy; elles donneront des valeurs de la forme 

(1) x = az-\-p y = bz-\-q. 

Ces équations sont cellQ3 des plans qui projettent la droite sur 
le plan xoz et sur le plan yoz. On peut aussi considérer la pre- 
mière comme l'équation de la projection de la droite sur le 
plan xoz eildi seconde comme celle de la projection de cette droite 
sur le plan yoz. 

Remarque. — Pour obtenir les équations (1) on a supposé que 
la quantité AB' — BA' n'était pas nulle, c'est-à-dire que les traces 
des plans P et P sur le plan xoy n'étaient pas parallèles. Cela 
revient à supposer que la droite de l'espace n'est pas parallèle au 
plan xoy. 

Ainsi les équations (1) représentent toutes les droites de l'es- 
pace^ excepté celles qui sont parallèles au plan xoy ; dans ce cas 
les équations de la droite sont évidemment de la forme 

z = h y=z:tx-{'P. 

Pour cette raison nous emploierons rarement les équations (1) ; 
nous représenterons la droite par d'autres équations que nous 
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allons établir et qui offrent le double avantage d'être symétriques 
et générales. 

38. Par l'origine menons à la droite donnée une parallèle sur 
laquelle nous prendrons un point quel- 
conque J){a,byC)'j soient Xq, Jfoy Zf^ les coor- 
données d'un point fixe A de cette droite, 
eiXyifjZ celles d*un point variable M de 
la même droite. Par le point A menons des 
droites Aa;', Ay', Az'y respectivement pa- 
rallèles aux axes ox, oy, oz ; puis, parles 
points D et M, menons parallèlement à 
Taxe des x des droites rencontrant, la pre- 
mière,le plan z oy au point d et,la deuxième, 
le plan z'Ay" au point m. 

Les deux triangles semblables Dod, MAm 
donnent 

MmAM 

~' oD 




ou 



Bd 



a 



= 9 



z — z 



AM 
en posant p = -— -. 
^ ou 

On verrait de même que Ton a r 

données d'un point quelconque M de la droite satisfont donc aux 
relations 



- -■= p ; les coor- 



(2) 



X 



-Xo_ y — yQ _ z — Zo __ 
a b c ^ 



On vérifie facilement que les formules (2) sont générales pourvu 
que l'on regarde p comme positif quand les directions AM et oD 
sont de même sens, et p comme négatif quand ces directions sont 
de sens contraire. 

Les mêmes formules montrent qu'une droite de l'espace peut 
être représentée par les équations 



(3) 



X 



Xo y — //o ^ — ^0 



a 
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Cas particuliers. — !• La droite est parallèle au plan des xy. 
— Le point D est alors dans le plan xoy ; par suite, c est nul et 
les équations (3) deviennent 

""S~"-~T~ — '^^-"• 

2*» La droite est parallèle à Vaxe des z. — Le point D est alors 
sur cet axe ; par suite^ aeib sont nuls et les équations (3) devien- 
nent 

^ — ^0 = y — yQ = 0, 

Remarques. — 1^ Dans la suite nous représenterons toujours 
une droite par les équations (3) ; pour appliquer les résultats 
trouvés au cas où la droite est représentée par les équations (1), 
il suffira de poser c =^ 1 , Jo = P> ïo = 9> «o = 0. 

2"" Nous appellerons les coordonnées a,b^ c du point D les coef- 
ficients de direction de la droite ; ces coeHicients sont évidem- 
ment proportionnels aux paramètres directeurs u, v, w de cette 
droite ; on a donc 



(4) 



- = -=- = ±v/2a2 f 22ftccosX. 
u V iv V 



S"" Si les coordonnées sont rectangulaires, les paramètres direc- 
teurs sont les cosinus des angles a, p, y que les axes de coor- 
données font avec la droite ; les équations (3) deviennent alors 

^ ^0 y — yp ^ — ^'0 

COSa COS p COSy 

, 4"* Pour que deux -droites soient parallèles il faut et il suffit que 
leurs coeflicients de direction soient proportionnels. 



Condition pour que deux droites soient dans un même plan . 
39 . Soient 

a b c ^ a' b' c' ~^ 



U6NE DROITE 45 

les équations des deux droites données L et L', et 

Ax + By + Gz + D = 

l'équation d'un plan quelconque P. 

Les valeurs de p et de p' qui correspondent aux points où les 
droites L et L' rencontrent le plan P sont données par les équa- 
tions 

(Aa + Bfc + Cc)p +Axo + Byo + G2o + D = 
(Aa' + Bft' + Cc')p' +Ar|-f By,+C2«+D = 0. 

Pour que les droites L, L' soient situées dans un même plan P, 
il faut et il suf&t que les équations précédentes soient satisfaites, 
quels que soient p et p' ; on doit donc avoir 

Aa +B& +Gc =0 Axo + Byo + G2o + D==0 

ou encore 

Aa +Bb +Gc=0 
Aa'+Bfr' + Gc'=0. 

En éliminant A, B, G entre les équations précédentes, on 
obtient, pour exprimer la condition cherchée, la relation 



= 0; 



elle est satisfaite en particulier quand les droites sont parallèles, 
cai* les éléments des deux dernières lignes du déterminant pré- 
cédent sont alors proportionnels. 



Problèmes sur la ligne droite. 

40. Problème I. — Trouver les équations d'une droite passant 
par deux points donnés A{x\ j/, 2'), B(x^ /, z"). 

Par une méthode semblable à celle qui a été exposée en géomé- 



Xq x^ 


yo— yi 


»0 2i 


a 


b 


c 


a' 


b- 


c' 
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trie plane (G. P. 38) on trouve pour les équations de la droite 
inconnue. 

X — x' y — y' __ % — z' 

Si le point B coïncide avec l'origine, ces équations deviennent 

X y % 

x!^ y' z' 

41. Problème n. — Connmsant les équations d'une droite, 
trouver les angles qu'elle fait avec les axes de coordonnées. 

Soient 

a h c 

les équations de la droite transportée à Torigine ; appelons D le 
point de cette droite dont les coordonnées sont a, fr, c et a, |3, y les 
angles que les directions positives des axes font avec la direc- 
tion oD. 
Supposons d'abord les coordonnées r^cton^fulmm, nous aurons 

a = riDcosa 6 = oDcosp c = oDcosy 
oD = (a« + &« + c«)*. 
Donc 

a ^ b c 

COB a = C08 p =r cos Y = 



(a« + *• + O* {a* + à* + c*)i («• + ^ + O* 

Supposons maintenant les coordonnées obliques ; sur la direc- 
tion oD prenons une longueur od = 1, et soient u, v, w les coor- 
données du point dy c'est-à-dire les paramètres directeurs de la 
droite. Nous aurons 

cosa = M + vcosv -|- W^COSjx 
et 

- = - = - = [Sa« + 2SkcosX]*: 
u v w *- ' 

car a, b, c ayant respectivement les signes de u, v, w, on doit, dans 
les formules (4) du paragraphe 38, donner au radical le signe -j- * 
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On a donc 

cosa cosp cosy 



a -|- ftcosv -|- ccosfiL acosv + fr + rcosX acosjx -|- fr cosX -\- c 

= [Sa« + 22kcosX]""*- 



42. Problème m. — Connaissant les équations de deux droites, 
trouver Vangle V de ces deux droites. 



Soient 



X y z X y z 

a fr c a' b' c' 



les équations des deux droites transportées à Tori^ne. Appe- 
lons D le point de la première dont les coordonnées sont a, b^ c, 
et D' le point de la seconde dont les coordonnées sont a'yb'j d ; 
nous allons chercher le cosinus de Tangle V formé par les direc- 
tions oD, oD'. 

Supposons d'abord les coordonnées rectangulaires ; si (a, p, y), 
(d'y p'jy) sont les angles que les directions positives des axes 
font avec les directions oD, oJ)', on a 

cos V = cos a cosa' 4" ^s p cos p' -[- COS Y COS y , 
d'où 

aa' + bb'-^-cd 



cosV = 



[(a« + ft« + c«) (a « + fr'« + c'8)] * 



Supposons maintenant les coordonnées obliques ; sur les direc- 
tions oD,oD' prenons des longueursod=orf=l, et soient (w,t;,M;), 
(tt\ t/, w') les coordonnées des points d, d', c'est-à-dire les para- 
mètres directeurs des deux droites, nous aurons 

cosV = Stttt' + 2(vtt/ -f wv')cosX, 

d'où 

2aa' + 2(&c'-fcfr')cosX 



cosV = 



[(Sa« + 2StccosX)(2a«-f 22frVcosX)]* 



J 
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Condition de perpendicularité de deux droites. — Cette 
condition est 

aa' + bb'-^cc'=0 

en coordonnées rectangulaires et 

2aa' + i;(6c' + ct')cosX = 
en coordonnées obliques. 



CHAPITRE III 



DROITES ET PLANS COMBINES ENTRE EUX. 

43. Nous allons maintenant résoudre quelques problèmes pour 
lesquels nous aurons à combiner une droite avec un plan. 

Nous représenterons par 

a '^ b '"' c ^ 
les équations de la droite, et par 

P Aaî + By + C2 + D = 

celle du plan. 

Condition pour qu'une droite soit parallèle à un plan. 

44. La valeur de p qui correspond au point où la droite L ren- 
contre le plan P est donnée par Téquation 

(1) (Aa + Bfr + Cc)p + Aa:o + Byo + C% + D = 0. 

Pour que la droite soit parallèle au plan, il faut et il suffît que 
son point de rencontre avec le plan soit rejeté à Tinfini ; la con- 
dition cherchée est donc 

Aa + B& + Cc = 0. 

Conditions pour qu'une droite soit située dans un plan. 

45. Pour que la droite soit située dans le plan P, il faut et il suffît 
que l'équation (1) soit satisfaite quel que soit p; les conditions 

n 4 
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cherchées sont donc 

Conditions pour qu'une droite soit perpendiculaire 

à un plan. 

46. Nous supposerons les axes de coordonnées rectangulaires et 
nous ferons la même hypothèse pour tous les problèmes relatifs 
aux angles et aux distances qui seront résolus dans ce chapitre. 

Quand nous ne ferons plus cette hypothèse, nous aurons soin 
de rindiquer. 

Une droite perpendiculaire à un plan se confond avec une nor- 
male à ce plan ; par suite, les directions positives des axes de 
coordonnées font des angles égaux avec la droite et une des deux 
directions de la normale au plan ; les conditions cherchées sont 
donc 

ABC 
a c 

Remarque. — Il est aisé de vérifier que les relations précé- 
dentes expi*iment que les traces du plan sur chacun des plans de 
coordonnées sont respectivement perpendiculaires aux projec- 
tions de la droite sur ces mêmes plans. 

47. Problème I. — Par un point A{x\ y\ %') mener un plan 
perpendiculaire sur une droite donnée L. 

Le plan passant par le point Â, son équation est de la forme 

A{x-x')']-B{y-j/) + G(z^z') = 0; 

en tenant compte des relations (2), on voit que Téquation du plan 
cherché est 

a{x-x') + b{y-y')+c(z-z') = 0. 

48. Problème IL — Trouvent les équations des plans perpen- 
diculaires aux axes de coordonnées. 

Nous supposerons ici les cooTdonnée& obliqueSy car, quand elles 
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sont rectangulaires, le problème est immédiatement résolu et les 
équations des plans inconnus sont de la forme 

Cherchons par exemple Téquation d*un plaû perpendiculaire à 
Taxe ox ; les angles que les directions positives des axes de coor- 
données font avec Tune des directions de la normale au plan 
sont « = 0, p = v, Y = H- L'équation du plan inconnu est donc 

a; + ycosv + 2cos[jL— p = 0. 
Posons 

S = rc* + y* + ^* + 2y2cosX -|- âxxcosfx + 2a;y cosv ; 

les plans perpendiculaires aux axes ox^ ot/y oz auront respecti- 
vement pour équations 

Remarque. — De ce qui précède il résulte que les équations 
d'une droite perpendiculaire au plan xoy par exemple sont 

49. Problème III. — Connaissant les équations d\ne droite et 
celle d'un plan^ trouver V angle Y que la droite fait avec le plan. 

L'angle inconnu Y est le complément de l'angle V| que la 
droite fait avec la normale au plan ; les équations d'une normale 
au plan transportée à l'origine étant 

X y z 

on a 

Aa + Bb + Gc 



cosV|=sinV = 



[(A« + B«-f C*)(a« + &« + c«)]* 



Cette formule fait connaître le sinus du complément de l'angle V| 
formé par les directions allant de l'origine aux points qui ont 
respectivement pour coordonnées (a, b^ c) et (Â, B, C). 
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Détermination des distances. 

50. Problème IV. — 1* D^unpoint donné A{x\ y', 2') abaisser une 
perpendiculuire sur un plan P ; 2* trouver la longueur de cette per- 
pendiculaire. 

1^ Les équations de la droite cherchée sont de la forme 

x — x' y — 1/ z — z' 

abc 

Cette droite sera perpendiculaire au plan P, si Ton a 

ABC 
a b r ' 

les équations de la perpendiculaire inconnue sont donc 

X — x' .V — y' z — z' 

~Â~~""""B~"""~C 

2° Pour trouver la longueur d de cette perpendiculaire, on 
pourrait calculer les coordonnées de son pied B, puis chercher la 
distance des points A et B dont on connaît alors les coordonnées. 
On arrive plus rapidement au résultat de la manière suivante : 

Supposons d'abord que le point A coïncide avec l'origine ; en 
appelant d la distance de l'origine au plan, nous savons que ce 
plan peut être représenté par l'équation 

a:cosa f-ycos3-l ^scosy — rf = 0. 

En identifiant cette équation avec celle du plan, on obtient les 
relations 



cosa cosp cosy — d 

~X" "" "ÏT "~ ^c" ~ "T"' 



d'où l'on tire 



cosa = — — A cosS = — — B cosy = — t:C. 
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Portons ces valeurs de cosa, de cos^ et de cosy dans la rela- 
tion 

cos« a -|- cos* p -f- cos* Y = 1 , 

nous obtiendrons la formule 

D 



(i = 



(A«4-B«-1-G2)i 



Supposons maintenant que le point A ne coïncide plus avec 
l'origine. On ramènera ce cas au précédent en transportant l'ori- 
gine au point A ; l'équation du plan deviendra 

Aa: + By + C2 + D' = 
en posant 

D'^Ax' + By' + Cs' + D. 

La distance du point A au plan sera donc donnée par la for- 
mule 

"" (A«-fBa-fC2* 

Dans la formule précédente, le dénominateur est une quantité 
positive ; cette formule sera générale si l'on fait la convention 
suivante : 

La distance d est regardée œmme positive quand^ par rapport 
au plan P, le point A se trouve dans la région positive de l'espace; 
elle est regardée comme négative quand le point A se trouve dans 
la région négative de Vespace. 

51. Problème V. — Trouver les équations des plans bissecteurs 
des angles formés par deux plans dont on donne Us équations. 

Soient 

A:r + By + C;5 + D = A'x-^B'|/-f C'2-[-D' = 

les équations des deux plans donnés P, P. En regardant les plans 
bissecteurs comme le lieu des points également distants des 
plans P^ P'y on obtient immédiatement, pour les représenter, les 
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équations 

Ax f By + C2 + D_ ^ A'x + B'y + Cz + B' 

(A« + B« + C2)* ~~ (A'« + B'« + C'«)* 

52. Problôme VI. — Étant données les équations d*une droiteh^ 
tivuver : i° les équations de la perpendiculaire abaissée du point 
M{x',y'yZ') sur la droite; 2° la longueur de cette perpendiculaire. 

1° Soient 

X — Xq y — ;i/o z — ^0 

^ — :: — — — ir-== — :; — — P 



les équations de la droite donnée L. La perpendiculaire MB 

abaissée du point M sur cette droite 
se trouve à l'intersection du plan P 
passant par le point M et la droite L, 
avec le plan Q passant par le point M 
et perpendiculaire sur la droite L. 
Le plan P passant par le point M, 
son équation est de la forme 



en exprimant que ce plan contient la 
droite L, on a les deux relations de 
condition 




Fig, 20. 



A(Xa~x') + B(yo-y') + C(2o-2') = 
Afl + B& + Cc = 0. 



L'équation du plan P est donc 



X —X y —y 

^0 — ^' Vo — y' 
a b 



z —z 



-^0 



z 



c 



= 0. 



Quant à l'équation du plan Q, elle est 

a{x^x')^b{y^y')+c{z^z')z=0. 



(S) 



2** Les coordonnées {x, y, 2) du point B pied de la perpendicu- 
laire MB sont données par les équations (L) et (3; considérées si- 
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multanément ; ces coordonnées étant connues, la distance MB=d 
sera donnée par la formule 

(4) ' d« = (a: — x')2 + (y — î/0* + (2 — s')«. 

Le problème se trouve ainsi ramené à éliminer Xy y, z entre les 
équations (L), (3) et (4). 

Des équations (L) tirons les valeurs de x, y, z en fonction de p 
pour les porter dans les équations (3) et (4), nous aurons 

_ V 

et 

en posant, pour abréger récriture, 

\ = a{x' -^Xo)-\-b{y' ^yo) + c(z' ^zo). 

En éliminant p entre les équations (5) et (6), on obtient la for- 
mule 



(7) d«= (x'-aro)' + (y'-yj* H- (i'-^o)'- 



a' + b* + c* 



Remarque. — i® Des considérations géométriques permettent 
d'écrire immédiatement la foimule précédente. 

Soit, en effet, A le point de la droite L qui a pour coordon- 
nées Xq, yo, Zoy le triangle rectangle MÂB donne 



-9 



MB =d« = MA — BA ; 

en remarquant que MA est la distance des deux pointsM(fl:',j/', 2'), 
A(To, yo, Zo) et que AB est la distance du point A au plan 0, on 
retrouve la formule (7). 
2" Cette formule écrite de la manière suivante : 

., _ (a«-f^«4-t«)[(j'--Jo)*-f(»'-yo)'+CV-^o)-]-Nj:'-JoV^^(y'-yo) l-c(*'-"io)]' 

a* -f b* -f c» 

puis transformée par l'identité de Lagrange, devient 



rf«=J 



a*-\-b*-\- c* 



'* . 
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53. Problème VII. — Connamant les équations de deux droi- 
tes L, L', trouver : 1*» les équations de la perpendiculaire commune 
à ces deux droites; 2"" la longueur de leur plus courte distance. 

Par la droite L' menons un plan P parallèle à la droite L ; on 

déterminera la position de la perpendicu- 
— ^ laire commune à ces deux droites en re- 
marquant qu'elle est Tinterseotion des 
plans Q et R perpendiculaires au plan P 
j, / et passant respectivement par les droites 
L, L'. 

La longueur de la plus courte distance 
sera égale à la distance d'un point quel- 
conque de la droite L au plan P. 




Fig. 21. 



Soient 



L 



L' 



^ X — J'o jy — //o ^ — ^0 

a ~~ b ~ c 
a' ■" b' d 



les équations des droites L, L'. Cherchons d'abord l'équation du 
plan P. 

Ce plan passant par le point A'(Xi, y^^i) de la droite L', son 
équation est de la forme 

k{x^x,) + Y^[y^y,) + G{z^z,) = 0^ 

en exprimant que le plan est parallèle aux droites L et L', on 
obtient les relations 

Aa + Bt-f Cc = Art'-f Bt'-fCc' = 0; 



donc l'équation du plan P est 



x-•x^ 


y Vi 


2 — 3, 


a 


b 


C 


a' 


b' 


c' 



= 0, 



ou 



( j- - X, ') U, + (j, - j/, ) u;, + (a - «, )U', =0 
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en posant 



U = 



a 


b 


c 


a' 


b' 


c' 


l 


m 


n 



Par un calcul analogue au précédent on trouve facilement que 
lés plans Q et R ont pour équations 



Q 



x — xo y — Po z — zo 
abc 



U 



/ 



U 



m 



U 



= R 



^—^i y—Vx 2— «1 



a' 
U 



/ 



V 

u' 



u: 



= 0; 



ces équations considérées simultanément représentent la perpen- 
diculaire commune. 

On aura la longueur d de la plus courte distance en cherchant 
la distance du point k{XQy yo, Xq) de la droite L au plan P, ce qui 
donne 



(8) 



d« = 



[(Xo — x,)U;4-(yo-yt)Ui, + (go- gJUj' 

u7+u::+u'' 



54. Remarque. — Quand la droite L' devient parallèle à L, la 
longueur de la plus courte distance est évidemment égale à la 
distance d'un point quelconque de L à la droite U. 

Dans cette hypothèse,les quantités u), U]^, \j'^ deviennent nulles, 

et l'expression de d^ prend la forme illusoire - - 

Pour expliquer ce résultat, il suffit de remarquer que le plan P 
est alors un plan quelconque passant par la droite L', et que la 
distance du point À(xo, j/oi ^o) ^ ^^ P^^^^ P^^^ varier depuis zéro 
jusqu'à la distance des deux droites parallèles. 

Cependant la formule (8) étant toujours applicable, quelque 

petites que soient les quantités U'^, U)^ ,U'^, on doit pouvoir, en 
faisant.tendre ces quantités vers zéro d'après une loi convenable- 
ment choisie, déduire de la formule l'expression de la plus courte 
distance pour le cas particulier considéré. 

Par le point A' de la droite L' menons une droite A'L| paral- 
lèle à AL ; si l'on fait tendre U), U|^^, U^ vers zéro d'après une loi 
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arbitrairement choisie, la droite A'L' tendra vers A'L| en décri- 
vant un cône quelconque ayant pour sommet le point A' . 

Le plan P aura pour position limite le plan tangent à ce cône 
suivant la génératrice A'L|, c'est-à-dire un plan quelconque pas- 
sant par A'L^ . 

Quant aux plans Q et R, ils auront pour limites des plans per- 
pendiculaires à ce plan P et passant l'un par L l'autre par A'L|, 
c'est-à-dire des plans parallèles entre eux ; leur intersection sera 
donc rejetée à VinfinL 

Or, quand les droites L, U sont parallèles, leur perpendicu- 
laire commune n'est pas rejetée à Tinfini, mais sa position n'est 
pas déterminée. 

Cette remarque montre que, pour déduire de la formule (8) 
l'expression de la plus courte distance des droites L et L' quand 
elles deviennent parallèles, il faut faire tendre vers zéro les quan- 
tités Up V'^^y U'^ d'après une loi telle qu'à la limite les plans Q et R 

se confondent. 
Posons 

u;=aA u;„=^A U'„=yA, 

a, p, y, h étant des fonctions de a, b, c et de a', b\ c', dont la der- 
nière h tend vers zéro quand a', b\ d tendent respectivement 
vers a^byC'y la formule (8) deviendra 



m 



d« = 



[a(3-o — a;i)-f p(yo — t/|) + Y(^o-gt)P 



et les équations des plans Q, R deviendront 



Q 



x — xq y — yo 2 — 2o 
abc 

a p Y 



= R 



x — x^ y — y^ z-'Z^ 
a' b' c' 



= 0. 



A la limite ces plans sont parallèles, puisque a', b\ c' tendent 
respectivement vers a^ by c; pour qu'ils se confondent, il suffit 
donc que le plan R passe par le point A(Xo, yo, Zo) qui appartient 
au plan Q. Ainsi les fonctions inconnues a, p, y devront satisfaire 
à la relation 

Xq — Xj J/o — i/i ^'0 — ^l 

(9) abc =0, 

a p Y 
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OU, en développant, à la relation 

-HT[«(yo — y.) — *(^o — ^*)] = o. 

Maintenant la somme aU'^ + 6 U|jj + ^Ujj qui n'est autre chose 

que le déterminant U dans lequel on remplace I, m, n par a, b, c 
est identiquement nulle ; donc on a aussi 

flO) a% + bp-\-cy = 0. 

Des équations (9) et (10) on tire facilement 

^ ^ P T 

(«• + *»4-c«)(Xo-j:,)-aV (fl«-f*«+c«)(yo-y,)-*V (a«-f **-f c*}(«o-«i)-cV 

en posant 

En portant ces valeurs de a, p, y dans la formule (8'), elle 
devient 



(a« + t« + cî)[(a« + 62 + c«)2(xo-x^)«— V2] 

ou enfin 

V* 



a« + 6«4-c« 



Cette formule représente bien le carré de la plus courte dis- 
tance des deux droites parallèles L, L', car elle exprime le carré 
de la distance d'un point de l'une de ces droites à lautre. 



Expression du volume d'un tétraèdre en fonction 
des coordonnées des sommets. 

55. Soient 

Ai(x,yi2i) A^(x^y^z^) A^ix^^y^z^^) Aj^{x^y^z^) 
les sommets du tétraèdre ; l'équation du plan de la base A^ A3 A^ 
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X 


y 2 1 










Xj ^2 H 1 


—0, 






^3 î/3 «3 1 


T 






X4 1/4 24 1 






et) les coordonnées étant rectangulaires, la hauteur 


Aj H aura 


pour expression 






X, y, ^, 1 








X^ 2/2 ^i * 








^3 ^3 ^3 ^ 










^4 y^ *4 


1 







AiH=: 



±2\/b;+b;+b; 



en représentant par Bj, By, B, les projections orthogonales de 
l'aire B de la base Â^ A3 A4 sur les plans de coordonnées. 
Or on a 

b'=b;+b;+b;; 

donc, si Ton appelle V le volume du tétraèdre, on aura 



(ii) 



6V.= + 



^1 


y\ 


h 


1 


Xa 


!li 




1 


^3 


yz 


H 


1 


3-4 


y* 


2« 


1 



Dans le second membre de la formule (11), on devra choisir le 
signe de manière que ce second membre soit positif; nous allons 
établir une règle permettant de fixer ce signe. 

Supposons que le tétraèdre se déplace dans Tespace, les coor- 
données de ses sommets varieront d*une manière continue ; donc 
si le second membre de la relation (11) peut varier, il variera 
d'une manière continue. Or, ce second membre ne peut prendre 
que les valeurs 6V ou — 6V ; donc, il restera constant. 

Il résulte de là que, pour déterminer le signe qu*on doit prendre 
dans le second membre de la relation (11) on peut donner au té- 
traèdre une position particulière. 



DROITES ET PLANS COMBINÉS ENTRE EUX 61 

Pour fixer les idées, nous supposerons que le triëdre formé par 
les axes des coordonnées positives est direct. 

Plaçons la base Â^ A3 A4 du tétraèdre dans le plan xoy de ma- 
nière que le sommet A, soit à Torigine, le sommet A3 sur Taxe 
des X positifs et le sommet Af dans la région des z positifs ; on 
aura 

Deux cas peuvent se présenter : 

!• Le sommet A4 est, par rapport à Vaxe des x du côté des y po- 
sitifs, — Le produit x^yj^Zi étant alors positif, on doit, dans le 
second membre de la relation (11), affecter le déterminant du 
signe + • 

Par un point &> intérieur au triangle A<{A3A4 menons, au plan 
de ce triangle, une perpendiculaire (dI dirigée dans la région de 
l^espace oii se trouve le sommet A| du tétraèdre, dans sa posi- 
tion primitive. Supposons un observateur placé sur la demi- 
droite loi, les pieds en co et la tète en I; dans le cas qui nous 
occupe^ un mobile parcourant les côtés du triangle A, A3 A4, dans 
Tordre indiqué par les lignes du déterminant à partir de la se- 
conde, paraîtra tourner dans le sens direct. 

2<» Le sommet A4 estj par rapport à Vaxe des x du côté des y né- 
gatifs. — On doit alors, dans le second membre de la relation (1 1), 
affecter le déterminant du signe — • Quant au mobile dont nous 
venons de parler, il paraîtra tourner dans le sens indirect. 

Nous pouvons donc énoncer la règle suivante : 

Règle. — Soie^it A|AaA3A4 les sommets du tétraèdre rangés 
dans Vordre indiqué par les lignes du déterminant de la formule 
(11), à partir de la première. Par un point w intérieur au triangle 
A4A3A4 menons^ au plan de ce triangle, une perpendiculaire (ol 
dirigée vers la région de Vespace oîi se trouve le sommet A| du té- 
traèdre, et supposons un observateur placé sur la demi-droite (ol, 
les pieds en o) et la tête en I. 

On affectera le déterminant du signe + quand un mobile parcou- 
rant les côtés du triangle A3jA3A4, dans Vordre indiqué par les 
lignes du déterminant à partir de la seconde, paraîtra tourner dans 
le sens direct. 

On affectera ce déterminant du signe — si le mobile parait tour- 
ner dans le sens indirect. 



62 LIVRE II. — CHAPITRE III 

Remarque. — Quand le trièdre formé par les axes des coor- 
données positives est inverse, on doit donner au déterminant un 
signe contraire à celui qui résulterait de l'application de la règle 
précédente. 

Expression des coordonnées d'un point variable d'une droite 

en fonction d'un seul paramètre. 

56. Les formules 

a b c ^ 

trouvées au paragraphe 38 donnent une première solution du 
problème proposé. 

Deuxième solution. — Prenons sur la droite donnée deux 
points A(X|, Ji, z^), B(rCj, y„ z^), et soit M(x, y, z) un point 
variable de cette droite. 

Posons 

MA_îx 

MB~X' 

les quantités X et {x étant de même signe quand le point M est sur 
le segment ÂB et de signes contraires quand ce point est situé en 
dehors du segment. 

Cette relation homogène par rapport aux segments MA, MB 
situés sur une même droite, reste vraie quand on projette 
cette droite sur les plans coordonnés; on a donc (G.P. 58) 

X y z i 



Ces relations rendues homogènes deviennent 

X y z t 



Xxi + f^a:, ^î/i + fAÎ/a ^^i + f*«« ^^ + f^^a' 

dans les résultats obtenus à l'aide de ces dernières formules, on 
devra poser 



DROITES ET PLANS COMBINÉS ENTRE EUX 63 



Centre des distances proportionnelles. 

57. La définition du centre des distances proportionnelles de 
p points A^, A^, ...,Ap situésdansun même plan (G.P. 59) s'étend 
immédiatement au cas où ces points occupent des positions quel- 
conques dans l'espace. D'un autre côté, toutes les relations qui 
existent entre les segments de droites que Ton considère dans 
cette définition, restent vraies quand on projette ces points sur les 
plans coordonnés ; les coordonnées d, ^, y du centre des distances 
proportionnelles ont donc pour expressions 

2mx r_^^y 21m2 

en désignant par x, y^ % les coordonnées d'un quelconque des 
points A, et par m le paramètre correspondant. 

Centre des moyennes distances. — En supposant tous les 
paramètres m égaux entre eux, on aura les coordonnées du centre 
des moyennes distances des points donnés ; elles ont pour expres- 
sions 

"" V V ^ v' 
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SPHÈRE. 



Équation de la sphère en coordonnées obliques. 



58. Définition. — La sphère est une surface dont tous les points 
sont également distants d'un point appelé centre. 

La distance constante de chaque point de la surface de la sphère 
au centre est le rayon. . 

Cette définition conduit immédiatement à Téqualion de la 
sphère. 

Soient Xo> f/o, Zo les coordonnées du centre de la sphère, R son 
rayon, et x, j/, z les coordonnées d'un point quelconque de sa 
surface ; son équation sera 

(1) l{x-Xo)^ + 21{y-^y,){z-Zo)cosl^R^ = 
ou, en développant, 

(2) Sa;«4-2Sy2cosX — 22(a:o + yoCosv + a;ûCOS[jL)â: 

+ 2x^ + 22^0^0 cosX — R« = 0. 

Quand la sphère varie, les coefficients qui changent dans 
l'équation (2) sont ceux des termes du premier degré, et le terme 
tout connu. L'équation de la sphère est donc de la forme 

(3) f=2x« + 22y2cosX + 2G4a: + 2Git/-f 2Ci'2 + Di = 0. 

Réciproquement, toute équation de ki forme précédente repré- 
sente en général une sphère, pourvu que les angles des axes de coor- 
données soient X, ti, v. 

En effet, en identifiant les équations (2) et (3), on obtient les 
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quatre relations 



+ Ï0COSV +a;oCOS{x + Ci = 



(4) 



(5) 



) arocosv -[- y^ -f ^cosX -|- C^ = 
\ XoCOSfii + yoCOsX-f-Zo -|-C^' = 



qui contiennent quatre inconnues Xo, Jfoy ^o» H ; donc Tidentifica- 
tion des équations (2) et (3) sera en général possible. 

59. Il faut maintenant examiner si les équations (4) et (5) don- 
neront toujours pour Xq, yo, Zoy R des valeurs admissibles. 

Équations du centre. — Les équations (4) qui déterminent le 
centre sont appelées les équations du centre ; elles sont toujours 
compatibles, car le déterminant des inconnues Xo, yo» ^ est la 
quantité 12 qui n'est pas nulle (9) . 

Si f représente le premier membre de Téquation (3), les équa- 
tions du centre sont 

4=0 C=o 4=0- 

Détermination du rayon. — On peut remplacer l'équation (5) 
par une autre plus simple; pour cela il suffit d'y ajouter les 
équations (4) multipliées respectivement pai' — Xo, — Jo» — ^o> ce 
qui donne Téquation 



(6) 



Cia:o + C;yo + C;2;o + D| + R« = 0. 



L'élimination de Xq, yo, Zq entre les équations (4) et (6) donne 
pour déterminer le carré du rayon, l'équation 



1 

COSV 



COSV 

1 



COS(Ji cosX 

G. c; 



ou 



1 

COSV 
COS{A 

c, 



COSV 

1 

cosX 



COS[l. 

cosX 

1 

c: 

COSIA 

cosX 

1 



Ci + 

c;+o 
c;'+o 

D,+R« 







c, 



+ ÛR» = 0. 



II 
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Si la dernière équation donne pour R une valeur réelle^ l-éqna-* 
lion (3) représente une véritable sphère. 

Si cette équation donne pour R une valeur nulle, l'équation (3) 
ne sera vérifiée que par les coordonnées du centre ; on dit que la 
sphère se réduit à un point. 

Enfin si Ton trouve pour R une valeur imaginaire, l'équa- 
tion (3) n'est vérifiée par les coordonnées d'aucun point de l'es- 
pace ; on dit alors qu'elle représente une sphère imaginaire. 

Remarque. — Rendons homogène l'équation (3) en y rempla- 
çant X, y, z par 7» 7» - , puis en chassant le dénominateur t^ ; si 

l t V 

nous appelons (p(x, y, Zy t) le premier membre de l'équation (3) 
ainsi modifiée, nous aurons 



Dans la pratique, on convient de remplacer le symbole ^ <p, par 
le symbole ^f) ; l'équation (6) devient alors 



î/''+R« = 0. 



Conditions pour que l'équation générale du second degré 

représente une sphère. 

60. L'équation générale du second degré à trois variables est 

+ 2Cx + 2C'y + 2C"« + D = 0; 

pour qu'elle représente une sphère, il faut et il suffit qu'on puisse 
l'idenlifier avec l'équation (3). 
Les relations d'identification sont 

cosX cosfjL cosv G| c c ^1 
Ces relations au nombre de neuf contiennent quatre indéter- 
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minées Cl, Cp C^, D^, et Ton aura les cinq relations qui doivent 

lier les coefficients A, A', A% B, B', B\ C, C'^ C^ D, en éliminant 
les cinq indéterminées entre les équations (7). Cette élimination 
est toute faite, car les six premières fractions, dans les équa- 
tions (7), ne contiennent pas C|, C'^, C',', D^. 
Les conditions cherchées sont donc 

A = A' = A- = -^ = -^=-?l. 

COSA COS^Ji COSv 

Théorème. — Pour que V équation du second degré à trois va- 
riables représente une sphère, les angles des axes de coordonnées 
étant X, [X, V, il faut et il suffit: 

1® Que les coefficients des carrés ;r^, y* et z^ soient égaux. 

2* Qu'après avoir divisé Véquation par ces coefficients égaux, les 
coefficients des rectangles yz, zx, xy soient respectivement égaux 
à2cosX, 2cos(i., 2cosv. 

Écpiation de la sphère en coordonnées rectangulaires. 

61. Quand les eoordonnées sont rectangulaires, Féquation (1) 
devient 

et, en développant, 

(2') a;«+yi+««_8xoX-2yoy-22Jo2+«;+ yj+ 2« _ Rt= ; 

cette dernière équation est de la forme 

W r=a;« + y« + 2«+2C,a: + 2C;y+2C;';5 + Di = 0. 

9. 

Les équations du centre sont ici 

i4=xo+c.=o -;r;=yo+c;=o i4=ao+c;'=o; 

quant au rayon il est donné par la relation 

R9=c;+c;«+c;*-D,. 
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Conditions ponr que l'équation générale dn 'second degré 
représente nne sphère, les axes des coordonnées étant 
rectangulaires. 

Les conditions cherchées sont 

A = A' = A'' B = B'=B' = 0. 

Théorème. — Pour que Véquation du second degré à troix 
variables représente une sphère^ les axes des coordonnées étant 
rectangulaires, il faut et il suffit : 

1" Que les coefficients des carrés ofl, y' et z^ soient égaux ; 
2« Que les termes enyz^ zx, xy manquent dans Véquation. 

Équation de la sphère rapportée à divers axes particuliers. 

62. 1"* Le centre est à V origine. — L*équation de la sphère est 
^* + y * + ^* + 2 y 2 co s X + 2 2 X co s [JL + 2 « y co s V — R* = 
en coordonnées obliques, et 

fl:« + y« + 2« — R« = 

en coordonnées rectangulaires. 

2^ L'axe des x est un diamètre et les axes des y et des z sont deux 
droites rectangulaires situées dans le plan tangent à l'extrémité de 
ce diamètre. — L'équation de la sphère est alors 

x^ + y^ + z^ + 2Rx = 0. 
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1* TroQYer les conditions nécessaires et suffisantes pour que les relations 

x = ax'-{-a'y' + a"z^ 
y=bx' + b'y'-hà"z! 
z — cx' + e y' + c"z* 

représentent les formules permettant de passer des axes ox^oy^oz aux axes 
ox^i oy'y oz'. 

Démontrer que si le déterminant {ab'c") est nul, tous les points M(a?,y,s) 
obtenus en faisant varier x/, y', z' sont dans un même plan passant par le 
sommet o du trîèdre oxyz, 

â* Étant donnée une conique Â, trouver dans l'espace le lieu des points 
tels que l'expression de la distance de chacun d'eux à l'un quelconque des 
points do cette conique soit une fonction linéaire des coordonnées du point 
de la conique. 

Ce lieu se compose de deux coniques B, G appelées les focales de la 
conique A. 

Les trois coniques A, B, G forment un groupe tel que chaque conique est 
une focale des deux autres. 

Si l'on joint deux points m, m' d'une focale B à chaque point M de la co- 
nique A, la somme ou la différence des rayons vecteurs Mm, Mm' est cons- 
tante. 

Le rapport des distances du point M au point m et à une droite D située 
dans le plan de la conique A est constant. La droite D passe par le point oîi 
la normale au point m de la focale B rencontre le plan de la conique A. 

3* Dans tout angle trièdre, les plans bissecteurs des angles dièdres inté- 
rieurs se coupent suivant une même droite. — Les plans menés, par les 
arêtes et par les bissectrices des faces opposées, se coupent suivant une 
même droite. — Les plans menés par les bissectrices des faces perpendicu- 
lairement aux plans de ces faces se coupent suivant une même droite. — Les 
plans menés par les arêtes perpendiculairement aux plans des faces oppo- 
sées se coupent suivant une même droite. 

4* Les plans menés perpendiculairement aux arêtes d'un tétraèdre en leurs 
milieux se coupent en un même point. 

5* Si par les milieux des arêtes d'un tétraèdre^ on mène des plans perpen- 
diculaires à l'arête opposée, les six plans ainsi obtenus passent par un même 
point. 

6* Lorsque, dans un tétraèdre, deux arêtes sont respectivement perpendi- 
culaires aux arêtes opposées, les deux dernières arêtes sont aussi perpendi- 
culaires entre elles. 

Les quatre hauteurs se rencontrent en un même point H et réciproque- 
ment. 
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Les perpendiculaires communes aux arêtes opposées se coupent au point de 
rencontre des hauteurs. 

Les normales menées aux faces par leur centre de gravité se coupent en 
un môme point g. 

Le centre de gravité du tétraèdre et les points H, g sont en ligne droite. 

7" Étant donnés deux tétraèdres A6CD, A'B'C'D' si les perpendiculaires 
abaissées des sommets A, B, C, D du premier sur les faces B'C'D', CD' A', 
D'A'B', A'B'C du second, respectivement, concourent en un même point; 
alors les perpendiculaires abaissées des sommets A', B', C, D' du second sur 
les faces BCD, CDA, DAB, ABC du premier, respectivement, sont aussi 
concourantes. 

8* Trouver la distance l d'un point A (a:,, y^^ z^) à une droite représentée 
par les équations 

P = Aa?+Dy+Gz + D ^0 
Q = A'a; -H B' 2f + C « + D' = 0. 

En représentant par Pq, Qq les valeurs que prennent les fonctions P, Q 
pour x = Xq, y = yù^ 5 = ^0 c^ posant 



U^ 



A B C 

A' B' G' 

a Ji 7 



les coordonnées du pied de la perpendiculaire satisferont aux équations 

(y"yo)U^-(2--o)Up-A'P„-AQ„ 
{---o)U;-(x-;r,)U;-H'P,-BQo 
(^-^o)Up~(y-yo)ul = G'Po-CQ„. 

On obtient l'expression de P en ajoutant les équations précédentes, après 
les avoir élevées au carré. 

0^ Lieu des points d'égale puissance par rapport à deux sphères. (Plan 
radicaL) 

Lieu des points d'égale puissance par rapport à trois sphères. (Aze ra- 
dicaL) 

Les axes radicaux de quatre sphères prises trois à trois concourent en un 
même point. (Centre radical.) 

10« Par un point donné ;; on mène une sécante quelconque qui rencontre 
en a et a' une sphère donnée, le point p' conjugué harmonique du point p 
par rapport aux points a et a! décrit un plan. (Plan polaire du point p.) 

il* Trouver l'équation de la sphère coupant à angle droit quatre sphères 
données. 

lâ<> La sphère coupant à angle droit quatre sphères données est le lieu des 
points de l'espace dont les plans polaires par rapport à ces sphères, passent 
par un même point ; elle est aussi le lieu du point de concours des quatre 
plans polaires. 
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IS* Le lieu décrit par le point de contact de deux sphères variables tan- 
gentes entre elles et à deux sphères fixes est une sphère S ; la ligne des 
centres des sphères variables touche la sphère S. 

Le lieu décrit par le point de contact de deux sphères variables tangentes 
entre elles et à trois sphères fixes est un cercle C ; la ligne des centres des 
sphères variables touche le cercle C. 

14* On considère une série de sphères ayant deux à deux le môme plan 
radical et l'on propose de démontrer les propriétés suivantes : 

II y a dans la série deux sphères de rayon nul ou p&inU limites L, L'. 

Si d'un point du plan radical commun on mène des plans tangents aux 
sphères de la série, les points de contact sont sur une même sphère passant 
par les points L, L' et coupant orthogonalement toutes les sphères de la 
série. 

Les plans polaires d'un point P relativement aux sphères de la série pas- 
sent par une droite fixe D, et les plans polaires d'un point P' de la droite D 
passent par une droite D' sur laquelle se trouve le point P. La sphère dé- 
crite sur PP comme diamètre coupe orthogonalement les sphères de la série. 

Enfin la droite PP' touche aux points P et P' deux sphères de la série. 

15* On considère une série de sphères ayant trois à trois le même axe ra- 
dical et Ton propose de démontrer les propriétés suivantes : 

II y a dans la série une infinité de sphères de rayon nul ou points limites ; 
ces points sont situés sur la circonférence d'un cercle C. 

Si d'un point de Taxe radical commun on mène des plans tangents aux 
sphères de la série, les points de contact sont sur une sphère passant par 
le cercle C et coupant orthogonalement les sphères de la série. 

Les plans polaires d'un point P relativement aux sphères de la série pas- 
sent par un point fixe P', et les plans polaires du point P' passent par le 
point P. La sphère décrite sur PP' comme diamètre coupe orthogonalement 
toutes les sphères de la série. 

Enfin la droite PP' iouche aux points P et P' deux sphères de la série. 
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SURFACES. 



CHAPITRE PREMIER 

TANGENTE ET PLAN TANGENT. 

63. Tangente. — Soit M un point quelconque d'une courbe, ses 
coordonnées a?, y, % pourront être considérées comme des fonc- 
tions d'une môme variable indépendante «d. Appelons Ax, Ay, As 
les accroissements de ces coordonnées qui correspondent à un 
accroissement Aco de la variable co ; les coordonnées nou- 
velles X + Arc, y -|- Ay, z-\-èkZ définiront un autre point M' de la 
courbe, et la sécante MM' sera représentée par les équations 

X — x_Y — i/ Z — s 

Ax Al/ ^z 

Ao) Ao) Ad) 

Lorsqu'on fait tendre A<o vers zéro, la sécante devient la tan- 
gente à la courbe, au point M ; les équations de cette tangente 
sont donc 

H^ X-x_Y-y_Z-g 

^' 3f ~ y' ~ z- ' 

en représentant par x', y', z' les dérivées des fonctions x, y, «par 
rapport à co. 
Supposons que la courbe soit déiinie par deux équations 

(2) f{x,y,z) = (3) F(a;,y,2)=0 
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entre les coordonnées x^j/j %; en appliquant la règle des fonc- 
tions composées, on aura entre les dérivées x\y\ z' les relations 

(4) ^f, + y'fy + ^'fs = (5) x'F; + y'F; + ;5'P; = 0, 

qui feront connaître des valeurs respectivement proportionnelles 
à ces dérivées. En portant ces valeurs dans les équations (1) on 
aura les équations de la tangente. 

Au lieu d'opérer de cette manière, il est évident qu'on arrivera 
au même résultat en remplaçant, dans les équations (4) et (5), les 
dérivées x\ y', z' par les différences X — x, Y — j/, Z — a aux- 
quelles elles sont respectivement proportionnelles, d'après les 
équations (1). 

Les équations de la tangente sont donc 

(6) (X-.a:)r; +(Y-y)r; +(Z^z)f',=0 

(7) (X-a:)F;+(Y-j/)F; + (Z-;5)F; = 0. 

64. Plan tangent. — Soient 

nX,Y,Z) = 

l'équation d'une surface donnée S et, sur cette surface, une 
courbe MA passant par le point M{x, y, z). 
Si Ton associe à l'équation précédente l'équation 

F(X, Y, Z) = 

d'une surface S passant par la courbe MA, la tangente au point M 
de cette courbe sera représentée par les équations (6) et (7). 

Faisons varier la fonction F de manière que la surface S' passe 
toujours par le point M, nous obtiendrons, sur la surface S, des 
courbes passant par le point M, et comme l'équation (6) ne change 
pas, les tangentes au point M de toutes ces courbes sont situées 
dans le plan représenté par l'équation (6). Ce plan est dit tangent 
au point M de la surface S. 

Théorème. — Le lieu des tangentes menées^ en un point M, à 
toutes les courbes tracées sur une surface et passant par ce point, 
est en général U7i plan. 
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Remarque. — Le théorème précédent cesse d'être vrai quand, 
pour un point M de la surface, on a en même temps 

r:=o /;=o ('=0. 

Nous dirons plus loin quelques mots de ces points particuliers. 

65. L'équation (6) du plan tangent peut être mise sous une 
forme plus simple . 
Rendons homogène la fonction f en y remplaçant x, y et z 

•Cl/ % 

par - » - et -» puis posons 



t''f{j'lj) = f(x,y,z,t); 



nous aurons l'identité 

^?lr + y?y + ^?» + ^?l = ^?(^»»'^0- 

Pour ^ = 1, la fonction <p(x, y, 2, t) devient f{Zj y, 2), et par 
suite elle s'annule ; les fonctions <p^ cp' » <p^ deviennent f'j,* f'» Z^. 

Quant à la valeur que prend alors <p'^» nous conviendrons de la 

désigner par f j. Nous aurons alors la relation 

et l'équation du plan tangent prendra la forme suivante : 

on devra toujours poser T = f = 1 . 

66. On peut obtenir immédiatement l'équation du plan tangent 
sous cette forme, quand l'équation de la surface est algébrique et 
de forme entière. 

Soient x^ y, z les coordonnées d'un point M de la surface S, 
et X, Y, Z celles d'un point quelconque d'une sécante passant 
par le point M. 

Les coordonnées a, p, y d'un des points M' où la sécante ren- 
contre de nouveau la surface pourront être représentées par les 
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formules 

pourvu que Ton convienne de faire t=^T = h = i dans les résul- 
tats que nous allons obtenir. 

Cela posé, soit 

f{x,y,z, = 

l'équation rendue homogène de la surface, les valeurs de X et de (ji 
qui correspondent aux points où la sécante rencontre la surface 
satisferont à l'équation 

[{Ix + ikX, Xy4-|xY, X^ + jxZ, Xf + îjlT) =0. 

En développant et remarquant que pour t = 1 le coeflicient 
f{Xf y y %y t)à}x premier terme du développement est nul, l'équation 
précédente devient 



x'»-V(Xf;+Y/';+z/";+T/-;) 



2! 



Pour que la sécante touche au point M une courbe tracée sur 
la surface et passant par ce point, il faut et il suffit que l'équation 
précédente admette la racine double [a = ; on doit donc avoir la 
relation 

xr;+Y/;+zr'+iY;=o, 

Cette équation, après qu'on y a fait T = t==l, représente un 
plan qui contient les tangentes au point M de toutes les courbes 
tracées sur la surface et passant par ce point, c'est-à-dire le plan 
tangent. 

67. Points multiples. — Lorsqu'une droite quelconque L pas- 
sant par le point M rencontre une surface algébrique S en m 
points dont p coïncident avec le point M, on dit que ce point est 
multiple et d'ordre p. 
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Si Ton n'a pas simultanément 

(9) f',=o r;=o f^=o r;=o, 

réquation(8) n'admet qu'une seule fois la racine (x = 0, quand 
X, Y, Z restent arbitraires; le point M est simple. 

Si au contraire les équations (9) sont vérifiées, l'équation (8) 
admet la racine [x = avec le degré deux de multiplicité, le point H 
est un point double. 

Pour que la sécante L touche, au point M, une courbe tracée 
sur la surface et passant par ce point, il faut et il suffit que l'équa- 
tion (8) admette la racine triple [x = ; on doit donc avoir la re- 
lation 

(xr:+Y/;'+zr:+Tr:f>=o. 

Nous verrons plus tard que cette équation, après qu'on y a 
fait T = t = 1, représente un cône du second ordre. 

Si les coordonnées du point M annulaient à la fois les dérivées 
partielles du premier ordre et celles du second ordre de la fonc- 
tion f(Xy y y Zj t), ce point serait triple, et le lieu des tangentes au 
point M de toutes les courbes tracées sur la surface et passant 
par ce point serait un cône du troisième ordre. 



Plan tangent à rorigine. 

68. Théorème. — Quand une surface algébrique passe par Vori- 
gine, Véquation du plan tangent en ce point s'obtient en égalant à 
zéro les termes du premier degré datis Véquation de to surface mise 
sous forme entière. 

Nous supposons ici que, dans Téquation de la surface, les 
termes de moindre degré sont du premier degré; c'est le seul 
cas que nous examinerons. 

En groupant ensemble les termes de même degré, l'équation de 
la surface prendra la forme 
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Soient 

(10) -=l=-=p 

^ a b c ^ 

les équations d'une droite L passant par l'origine ; les valeurs de p 
qui correspondent aux points où cette droite rencontre la surface 
seront les racines de Téquation 

P«<P«i(a, bj c)+ . . . +p?i(fl, b, c) = 0. 

Pour que la droite L touche, à l'origine, une courbe passant 
par ce point et tracée sur la surface, il faut et il suffit que Téqua- 
tion précédente admette la racine double p = 0, c'est-à-dire que 
Ton ait 

(11) ?i(a,&,c) = 0. 

En éliminant a, fr, e entre les équations (10) et Téquation (11), 
on aura, pour représenter le lieu des droites L jouissant de cette 
propriété ou le plan tangent à Torigine, Téquation 

?i(^, ï, 2) = 0. 

Le théorème énoncé est donc démontré. 



Plan tangent anz surfaces du second ordre. 

69. Pour abréger le langage, nous désignerons souvent une 
surface du second ordre sous le nom de quadrique. 

L'équation générale d'une quadrique, rendue homogène, est 

+ 20x1^-20 y t + 2G'%t + l)fl = 0; 
pour ces surfaces, l'équation 

(12) x/;+Y/;-i-zr;+Tf;=o 

du plan tangent au point M (Xj y^z) peut être écrite de la ma- 
nière suivante : 
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70. Problème L — Étant donnée l'équation d'un plan 

aX + ftY + cZ + dT = 0, 

exprimer que ce plan est tangent à une quxidrique donnée. 

Pour exprimer que le plan considéré est tangent à une qua- 
drique, il suffit d'identifier son équation avec l'équation (12), ce qui 
donne les équations de condition 



(13) 



— — "ïT — — — T — *^> 

a b c d 



où X représente une inconnue auxiliaire. 

Comme le point de contact M est sur la surface, la fonc- 
tion f{x, y y Zy t) est nulle pour t = ly ou, ce qui est la môme 
chose, on a 



équation qui devient 
(14) 



ax-\-by'^cz + dt = 0, 



en tenant compte des relations (13). 

Il reste à éliminer x, y y Zy t, \ entre les équations (13) et (14), ou, 
en développant, entre les équations 

A x~{-B'y + B' 2 + C t — a'k = 
B'x + A'y + B z-\-Gt — b'k = 
B'x + B y + A^^^-Cf — cX = 
C x + Gy + Cz-i-B ^ — dX = 
a x-\ b y+c z -\-d t =0 

Représentons par H le discriminant de la fonction /; c'est-à- 
dire posons 



H=: 



A 


B' 


B' 


C 


B" 


A' 


B 


C 


B' 


B 


A" 


c 


G 


C 


C" 


D 
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le résultat de cette élimination sera 






a 


U = 


H 


b 

c 

d 

i 

• 




a b c i 
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= 



Remarque. — Le déterminant U est un invariant^ car il est le 
discriminant de la fonction 

des cinq variables x, y y Zy t, X. 

71. Problème II. — Étant données les équations d^une droite 

P=aX + &Y + cZ + dT = 
F = a'X4.ft'Y + c'Z + rfT=:0 

exprimer que cette droite est tangente à une quadrique. 

Soient x^ y y z les coordonnées du point de contact ; le plan tan- 
gent à la surface en ce point aura pour équation 

Ce plan devant contenir la droite donnée sera aussi représenté 
par réquation 

2(XP + VP') = 0; 

on aura donc les relations 

(15)r; = 2(Xfl+Va') f^=^\b+Và') /•;=2(>c+Vc') /i'=2(Xd+Vd'). 

Â ces relations il faut joindre les suivantes : 



(16) 



ax-{-by-\-cz + d t = 
a'x + b'y + c'z + d't^Q 



qui expriment que le point de contact est sur la droite, et aussi 
sur la surface, si l'on tient compte des relations (15). On obtien- 
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dra la relation cherchée en éliminant x, y, z, t, X, X' entre les 
équations (15) et (16) ; cette relation est 



V=: 



H 



a b 



a 
b 
c 
d 
d 



a' b' c' d' 



a' 
b' 
c' 

a 






= 



Remarque. — Le déterminant V est un invariant^ car il est le 
discriminant de la fonction 

f{Xyy,z,t) + 2l{ax + by + cz + dt) + 2V{a'x + b'y+dz-\-dt) 

des six variables x, y, z, ty X, V. 

72. Problème III. — Étant données les équations d'une droite 

P=:0 F = 0, 

reconnaître si cette droite rencontre une quadrique en des points 
réels ou imaginaires . 

Les deux points de rencontre étant confondus quand la fonc- 
tion V est nulle, on prévoit que, les deux points ne coïncidant 
pas, leur nature dépendra du signe de cette fonction; comme 
cette fonction est un invariant, elle conservera son signe si Ton 
prend la droite donnée pour axe des x, c'est-à-dire si Ton pose 



a = c = d = 



et 



a' = fc' = rf = 0. 



On a alors 



V = fc«c'«(AD — C«). 



D'un autre côté, les abscisses des points oh Taxe des x ren- 
contre la quadrique sont les racines de l'équation 

Elles sont réelles ou imaginaires suivant que le binôme G* — AD 
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est positif OU négatif; donc les points de rencontre de la droite et 
de la quadrique 

seront { . \s% Ion a\ ,, ^ • 

K imaginaires ) (V>0 



NORMALES. 

73. Définition. — On appelle normale la perpendiculaire à un 
plan tangent menée par le point de contact. 

Le point où la normale rencontre la surface à angle droit est le 
pied de cette droite, ou encore son point dHncidence. 

Les coordonnées étant rectangulaires les équations de la nor- 
male ayant pour point d'incidence un point }/L{Xj y, %) sont 

X — a: _ Y — .y _ Z — g 



II 



6 



/ 



CHAPITRE II 



«EIWERATIOIW DES SURFACES. 

74. Quand une surface est définie par une propriété géomé- 
trique commune à chacun de ses points, on obtient son équation 
en traduisant, à Taide des symboles de TAlgèbre, cette propriété 
géométrique. 

C'est ainsi que nous avons pu écrire immédiatement Téquation 
de la sphère. 

Dans la plupart des cas, une surface est considérée comme le 
lieu des positions occupées par une courbe qui se déplace et se 
déforme d'après une loi déterminée. 

Cette courbe est appelée la génératrice de la surface. 

On reconnaît que la loi de déformation et du déplacement de la 
génératnce est déterminée lorsque ses équations ne contiennent 
qu'un seul paramètre arbitraire. 

Il est facile de voir qu'une courbe dont les équations contien- 
nent plus d'un paramètre arbitraire n'engendre pas une surface. 

En effet, en profitant de l'indétermination de ces paramètres, on 
pourra faire passer la courbe considérée par un point quelconque 
de l'espace ; la courbe pourra être imaginaire pour les points de 
certaines régions de l'espace, mais il existera, en général, d'autres 
régions pour tous les points desquelles elle sera réelle. 

Par exemple, les coordonnées étant rectangulaires, les équa- 
tions 

x« + î/a = R2 — a^ — Y« z = y, 

011 a et Y sont des paramètres arbitraires, représentent des cer- 
cles situés sur les sphères qui ont pour équation 

^* + y^ + s« = R2 — a«. 
On peut faire passer un de ces cercles par chaque point de 
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l'espace intérieur à la sphère de rayon R ayant pour centre l'ori- 
gine des coordonnées. 

Il résulte de là que les cercles considérés n'engendrent pas 
une surface mais le solide intérieur à la sphère précédente. 



Recherche de réquation d'une surface. 

Nous distinguerons deux cas. 

75. Premier cas. — Les équations de la génératrice contiennent 
un seul paramètre arbitraire. — Soient 

G F{x, y, «, a) = F^(x, y, 2, a) =0 

les équations de la génératrice G ; nous allons montrer qu'on 
obtient l'équation de la surface engendrée par cette courbe en 
éliminant a entre les équations G. 
Nous représenterons par 

le résultant des équations G. 

Soit G| une position de la génératrice pour laquelle a = a^ ; 
prenons sur cette courbe un point quelconque M^(x^, j/,, Zi), 
nous aurons 

F(^i, Vu h> ai) = Fi(X|, î/i, 2|, aj = 0. 
Ces relations montrent que les deux équations 

F(^i» Vu «1, ol) = FiiXi, y„ z^, a) = 

ont une racine commune « = a| ; par suile, les coordonnées du 
point M| satisfont à l'équation R. 

Ceci démontre que la surface engendrée par la courbe G est 
une des nappes de la surface représentée par l'équation R. 

Reste à faire voir que tous les points de la surface R appar- 
tiennent en général à la surface engendrée par G. 

Prenons sur la surface R un point quelconque M'(x', y', z') ; 
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comme Téquation R = est le résultant des équations G, les deux 
équations 

F(x',j/',2',a) = F,{x\i/,z\ol) = 

auront une racine commune a = a'. Donc, par chaque point de la 
surface R passera une courbe G ; de plus, cette courbe sera tout 
entière sur la surface R d'après la première partie de la démons- 
tration. Il résulte de là que toutes les nappes de la surface R 
peuvent être considérées comme engendrées par la courbe G. 

Remarque. — Cette conclusion peut être en défaut, par exemple 
quand la valeur a = a' est imaginaire pour tous les points d'une 
nappe de la sm*face R ou pour des points particuliers de cette 
surface. Elle peut encore être en défaut si le paramètre a, 
d*après la nature du problème, ne peut pas prendre toutes les 
valeurs réelles imaginables. 

Nous ne donnerons pas d'exemples de ces cas exceptionnels ; 
pour les comprendre, il suffira de se reporter aux développements 
donnés dans la Géométrie plane (Liv. n, ch. III). 

76. Deuxième cas. — Les équations de la génératrice renferment 
p paramètres. — Soient 

les équations de la génératrice. Pour que cette courbe engendre 
une surface, il faut qu'un seul des p paramètres a, , o^, . . . , a^ soit 
arbitraire. 

Il résulte de cette remarque que les p paramètres doivent être 
liés par p — 1 équations de conditions 

(1) cp, = cp, = ... ?^_, = 0. 

On démontrera comme dans le premier cas que, pour obtenir 
l'équation de la surface il faut éliminer les p paramètres entre les 
équations G de la génératrice et les relations de conditions (i) . 

77. Dans les applications, on définit ordinairement la loi sui* 
vant laquelle la génératrice se déplace et se déforme en l'assu- 
jettissant à rencontrer des courbes fixes, que l'on nomme diree- 
triées. 
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Soient 

(2) A^,y,2) = f^(x,y,z) = 

les équations d'une directrice ; on exprimera que la génératrice 
rencontre la directrice en écrivant que les quatre équations (G) 
et (2) sont vérifiées par un môme système de valeurs de x, y, z, 
c'est-à-dire en éliminant x^ y, z entre ces quatre équations. On 
obtiendra ainsi une seule relation de condition entre les para- 
mètres a|, a^, . . ,y ip. 

En résumé, lorsque les équations de la génératrice renferment 
p paramètres, il faut, pour que cette courbe engendre une sur- 
face, Tassujettir à rencontrer p — 1 directrices. 

Nous allons appliquer les considérations générales que nous 
venons d'exposer à la recherche des équations de quelques sur- 
faces. 



Surfaces cylindriques. 

78. Définition. — On appelle surface cylindrique ou cylindre 
une surface engendrée par une droite qui se meut en restant cons- 
tamment parallèle à une direction donnée D et en satisfaisant à 
une autre condition quelconque. 

Soient 

p = = 

les équations de la droite D ; les équations d'une génératrice G 
seront de la forme 

G P = a Q=p. 

La droite G devant engendrer une surface, les paramètres a et p 
seront liés par une relation 

(3) ?(a, P) = 0. 

On aura Téquation de la surface en éliminant a et j3 entre les 
équations (G) et (3), ce qui donne Téquation 

?(P,Q)=o. 

De cette équation on déduit le théorème suivant : 
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Théorème I. — Le premier membre de Véquation générale d'un 
cylindre est une fonction de deux fonctions du premier degré. 

79. Réciproquement, toute équation de la forme 

(i) ç(P,Q)=:0 

représente en général un cylindre. 
Considérons en effet la droite G ayant pour équations 

G P = a Q = p; 
si Ton assujettit les paramètres a, p à satisfaire à l'équation 

cp(a, f.) = 0, 

cette droite G engendrera un cylindre dont les génératrices seront 
tout entières situées sur la surface 2 représentée par Téqua- 
tion (4) ; ce cylindre fera donc partie de la surface 2. 

Maintenant le cylindre compose toute la surface 2. Soient en 
effet P, Q' les valeurs que prennent les fonctions P et Q quand 
on y remplace x, y, z par les coordonnées xf^y'^z' d'un point 
quelconque M' de la surface 2, on aura 

?lP,U') = u, 

et en prenant a = P', f5 = U , la droite G' qui a pour équations 

P = P Q = Q' 
passera par le point M'. Le point M' est donc sur le cylindre. 

80. Théorème II. — Le phn tangent en un point d'une géné- 
ratrice d'un cylindre est tangent en tous les points de cette généra- 
trice. 

Pour faciliter la démonstration , prenons Taxe des z parallèle 
aux génératrices du cylindre, Téquation de cette surface sera 

f[x,y) — i), 

et celle du plan tangent au point M(.r, y^ z) sera 

(X-x)/;;+iY-i,:)r;=o. 
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Celte équation ne changeant pas quand le point M se déplace 
sur la génératrice passant par ce point, car x eiy restent alors 
constants, la proposition est démontrée. 

Théorème III. — Le cylindre qui a pour directrice une courbe 
plane d'ordre m est une surface du même ordre. 

Car si Ton prend le plan de cette courbe pour plan des xy et 
Taxe des % parallèle aux génératrices du cylindre, Téqualion 

f{x, y) = Q 

de la courbe plane sera aussi celle du cylindre. 

81. Marche à suivre pour trouver réquation d'un cylin- 
dre. — Soient 

D f=0 f^ = 

les équations de la directrice du cylindre. Nous prendrons les 
équations de la génératrice sous la forme 

., X — X Y — y Z — z 

a b c ^ 

où a, by c sont des constantes. 

Pour exprimer que la génératrice rencontre la directrice, on 
remplacera X, Y, Z, dans les équations (D), par leurs valeurs en 
fonction de p tirées des équations G, et Ton éliminera p entre les 
deux équations ainsi obtenues. Soit 

<f{x,y,z) = 

le résultat de cette élimination ; Téquation précédente sera celle 
du cylindre, car x, y, z sont les coordonnées d*un point ^uelconçu^ 
de la génératrice G. 

Exemple. — Trouver l'équation du cylindre ayant pour section 
droite la courbe représentée par les équations 



X^ Y« __Z^ 

D l â^'^ b^ c^ "" 

3,X + PY + yZ = 



Nous supposerons les coordonnées rectangulaires . 
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La génératrice qui est perpendiculaire au plan représenté par 
la deuxième des équations (D) a pour équations 



y. — x _ Y — y _Z — % 



= Pi 



a» ^y Y désignant les cosinus des angles que cette droite fait avec 
les axes de coordonnées. 

En exprimant que la génératrice rencontre la directrice D, on 
obtient les deux relations de condition 

(x + pg)» , (y + pp^^ (g + Pï)* , n 
"~^r— + — frî ^i 1-0 

a^ + Py + T2 + P = 0» 

entre lesquelles il faut éliminer p. 
L'équation du cylindre est donc 



0« 



en posant 



t« 



P = aX + f>î/ + Y«. 



Surfaces coniques. 



82. Définition. — On appelle surface conique ou cône une sur- 
face engendrée par une droite qui se meut en passant constamment 
par un point fixe S et en satisfaisant à une autre condition quel- 
conque. 

Le point fixe S est le sommet du cône. 

Soient Xq, j/o> ^o ^^^ coordonnées du sommet S ; les équations 
d'une génératrice G seront de la forme 



G 



x--Xo = ^{Z'-Zo) y — yo=-piz — ZQ). 



La droite G étant encore assujettie à une condition, les para- 
mètres a, p seront liés par une relation 



{^) 



?(a, f5)^0. 
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On aura l'équation du cône en éliminant a et ^ entre les équa- 
tions (G) et (5), ce qui donne Téquation 



^\Z — Zo %—Zq/ 



De cette équation on déduit le théorème suivant : 

Théorème I. — Le premier membre de Véquation générale d'un 
cône ayant pour sommet le point S(Xo, yo> ^o)* ^^ ^^^ fonction 
homogène des différences x — x^^y — j/o, 2 — «o* 

83. Réciproquement, toute équation de la forme 

(6) Jîiz^ ,yizyi\=o 

représente en général un cône. 

Considérons en effet la droite G ayant pour équations 

G x — Xo = a(z — 2o) !/ — yo=P(2 — 2o); 

si Ton assujettit les paramètres a et ^ à satisfaire à l'équation 

cp(a, p) = 0, 

cette droite G engendrera un cône dont les génératrices seront 
tout entières situées sur la surface S représentée par l'équa- 
tion (6) : ce cône fera donc partie de la surface 23. 

On démontrera, comme dans le cas du cylindre, que ce cône 
compose toute la surface S. 

84. Remarques. — 1^ Quand le sommet du cône estàPorigine, 
réquation (6) devient 



? 



{VÙ'"' 



elle est homogène par rapport aux coordonnées x^ j/, %. 

2* Soient 

P = Q = R = 



*J0 livre m. — GHAPITHE II 

les équations de trois plans formant un véritable trièdre dont 
nous désignerons le sommet par S ; Téquation 

f(P,Q,R)=0 

homogène par rapport aux fonctions P, Q, R représentera un 
cône ayant pour sommet le point S. 

On démontrera ce théorème comme au paragraphe 83, en 
posant 

Pz^aR Q = pR 

et assujettissant a, ^ à satisfaire à la relation 

85. Théorème II. — Le plan tangent en un point d'une généra- 
trice d'un cône est tangent en tous les points de cette génératrice. 

Pour faciliter la démonstration, nous prendrons le sommet du 
cône pour origine ; Téquation de cette surface sera 

la fonction fêtant homogène par rapport aux coordonnées a:, y, 5. 
L'équation du plan tangent au point M(x, j/, z) du cône est 

comme les coefficients f'^, f'^ y t\ sont des fonctions homogènes 

de Xy y y %y l'équation du plan tangent ne change pas quand le 
point M se meut sur la génératrice oM, car les coordonnées x, y, 2 
varient proportionnellement ; la proposition est donc démontrée. 

86. Marche à suivre pour trouver réquation d'un cône. — 

Soient 

D AX,Y, Z)=:0 /'aX,Y,Z) = 

les équations de la directrice du cône. Appelons Xo, ^0,^-0 les coor- 
données du sommet S ; X, Y, Z celles d'un point A de la courbe D, 
et Xy y y z celles d*un point quelconque M de la génératrice SA ; 
on aura 

X Y Z - 1 

ixo-^-x y^yo + y Jvîo-f-v x+l 



GÉNÉRATION DBS SURFACKS 91 

En remplaçant, dans les équations (D), les quantités X, Y, Z 
par leurs valeurs tirées des relations précédentes, on obtiendra 
les deux équations 

f \ i+i ' x+1 ' x+1 ;-" 

/ ixo + x lyo + y Xzo + i \ 

Pour avoir l'équation du cône, il restera à éliminer X entre les 
équations (7). 

Remarque. — Quand le sommet du cône est à l'origine, les 
équations (7) deviennent 






en posant ( = X + 1. 
On peut donc énoncer la règle suivante : 

Règle. — Pour trouver Véquation d'un cône ayant son sommet à 
Vorigine, on rend homogènes les équations de la directrice en y 

X u % 

remplaçant X, Y, Z par r i p 7» ^^ i*on élimine le paramètre t entre 

* » • 

les équations ainsi obtenues. 

Cas particulier. — Supposons que, le sommet étant toujours 
à l'origine, la directrice du cône soit la courbe d*intersection d'une 
surface d'ordre m par un plan. 

Dans l'équation de la surface groupons ensemble les termes du 
même degré ; les équations de la directrice seront 

('?«• + ?„,_,+ • • • +?o = 
( ux-{-vy~\-wz = i. 

En appliquant la règle précédente, on obtient pour représenter 
le cône l'étiuation 

o^ + {ux-^vy\wz)^^^_^ + (ux + vy + wz}%^__^+... = 0. 
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On voit que, pour obtenir Téquation du cône, il suffit de multi- 
plier les termes de l'équation de la surface par des puissances 
de ux-\-vy-\'W% telles, qu'après cette multiplication tous les 
termes soient du même degré. 

Corollaire. — Le cône ayant pour directrice une courbe plane 
d* ordre m est une surface du même ordre . 

Exemple. — Trouver Véquation du cône ayant pour sommet un 
point S(a:o, yo, «o) et pour directrice la section d'une sphère par un 
plan P. 

Nous prendrons pour axes de coordonnées trois diamètres recr 
tangulaires de la sphère, le plan xoz étant perpendiculaire au 
plan P . 

Les équations de la directrice du cône rendues homogènes 

seront 

Xî + Y« + Za = R2T» 

aX + YZ + /iT = 0. 

En appelant X, Y, Z les coordonnées d'un point A de la direc- 
trice, et x, y, z celles d'un point quelconque M de la généra- 
trice SA, on aura 

X Y Z T 



ixq+x Xî/oH-y X20+2 xfo + ^ 

Substituons ces valeurs de X, Y, Z, T dans les équations de la 
directrice et posons t = tQ = {^ nous aurons les deux équations 

i^Xo + x)^+{Xyo + y)^ + {lZo + z)^ = H^X + i)^ 

l{oLXo + Y^'O + /l) + ax + y2 - f- '* == 

entre lesquelles il faut éliminer X. 
On trouve ainsi, pour représenter le cône, l'équation 



Surfaces conoides. 

87. Définition. — On appelle surface conoide ou simplement co^ 
noîde une surface engendrée par une droite qui se meut en restant 
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parallèle à un plan fixe, s'appuyant sur une droite donnée et en 
satisfaisant à une autre œndition quelconque. 

Le plan fixe est le plan directeur du conoïde ; quand la direc- 
trice rectili^ne est perpendiculaire au plan directeur, le conoïde 
est droit ; il est oblique dans le cas contraire. 

Soient 

P = Q = 

les équations de la directrice rectiligne A et 

R = 

celle du plan directeur. 

Les équations de la génératrice G seront de la forme 

P = aQ R=:p. 

La droite G étant encore assujettie à une condition, les para- 
mètres a, p sont liés par une relation 

et le conoïde aura pour équation 



? 



(£,r)=o. 



De cette équation on déduit le théorème suivant : 

Théorème. — Le premier membre de Véquation générale d'un 

conoïde est une fonction de trois fonctions linéaires P, Q, R dont 

p 
deux n'entrent que par leur rapport — • 

Réciproquement, toute équation de la forme 

(8) H?'^)=' 

représente un conoïde. 

Considérons en effet la droite G ayant pour équations 

P = aQ R=p; 
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si Ton assujettit les paramètres a et ^ à satisfaire à Téquation 

<p(a, p) = 0, 

cette droite engendrera un conoïde dont les génératrices seront 
tout entières situées sur la surface 2 représentée par réqua(ion(8); 
ce conoïde fera donc partie de la surface S. 

On démontrera, comme dans le cas du cylindre, que le conoïde 
compose toute la surface S. 

Remarque. — Quand on prend la directrice rectiligne A pour 
axe des z et le plan directeur pour plan des xy, l'équation du co- 
noïde prend la forme 



? 



(i-)=°- 



Exemple. — Trouver V équation du concnde droit circonscrit à 
une sphère. 

Nous prendrons pour axes de coordonnées trois diamètres rec- 
tangulaires de la sphère, Taxe oz étant parallèle à la directrice 
rectiligne A et Taxe ox perpendiculaire à cette droite. 

Si a représente la distance de l'origine à la directrice A, les 
équations de cette droite seront 

X — a = y = 0. 

La génératrice G a pour équations 

y=zft{x — a) Z = y. 

En exprimant que cette droite rencontre en deux points confon- 
dus la sphère 

on obtient la relation de condition 

a«(a« + Y* — R*) + Y* — R* = 0- 
Le conoïde est donc représenté par Téquation 

(2« + a« — R«)2/2+(2« — R«)(x — fl)« = 0. 
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On démontre facilement que la projection de la courbe de con- 
tact du conoïde et de la sphère sur le plan directeur xoy est un 
cercle double décrit sur oA comme diamètre et que sa projection 
sur le plan zox est une parabole. 



Surfaces de révolation. 

88. Définition. — On appelle surface de révolution une surface 
engendrée par la rotation d'une courbe autour d^un axe fixe auquel 
elle est liée invariablement. 

Tout plan passant par l'axe de révolution est un plan méridien ; 
ces plans coupent la surface suivant des 
courbes évidemment égales entre elles et 
appelées méridiennes. 

Tout plan perpendiculaire à l'axe coupe 
la surface suivant des cercles ayant leur 
centre sur cet axe et qu'on appelle des 
parallèles . 

De cette propriété résulte un nouveau 
mode de génération qui se prête plus fa- 
cilement que le précédent à la recherche 
de l'équation générale des surfaces de révo- 
lution . 

Une surface de révolution peut être consi- 
dérée comme engendrée par un cercle de rayon variable, dont 
le centre décrit une droite, dont le plan reste perpendiculaire à 
cette droite et dont la circonférence s'appuie sur une directrice 
donnée. 

Dans la recherche de l'équation d'une surface de révolution, 
nous distinguerons deux cas. 

89. Premier cas. — Les coordonnées sont rectangulaires et 
taxe de révolution coïncide avec oz, — Un parallèle se projette 
sur le plan xoy suivant un cercle ayant pour centre l'origine ; ses 
équations seront donc de la forme 




Fig. n. 



G 



X^-\-y^z=:oL Z = y, 
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En exprimant que le parallèle rencontre la directrice donnée, 
on obtiendra la relation de condition 

Si Ton élimine a et y entre cette équation et celles de la gé- 
nératrice on aura, pour représenter la surface de révolutioD, 
l'équation 

Cas particulier. — Supposons que la directrice soit une courbe 
plane situéB dans le plan méridien zox, ses équations seront 

y = f{x,z) = 0. 

En exprimant que le parallèle G rencontre cette courbe, on 
obtient la relation 

/'(\/a,r) = 0; 

réquation de la surface de révolution est donc 



f{\/x^ + y^,z)^0. 

On voit que, dans le cas particulier que nous examinons, il 
suffit, pour avoir Téquation de la surface de révolution, de rem- 
placer X par V** + y* dans l'équation de la méridienne. 

Exemple. — Trouver l'équation du tore^ c'est-à-dire de la sur- 
face engendrée par un cercle tournant autour d'un axe situé dans 
son plan. 

Prenons pour plan des zx un plan méridien qui coupera la sur- 
face suivant deux 
cercles égaux C, 
C';raxedes26ora 
Taxe de révolu- 
tion, Taxe des x 
la droite CC el 
Taxe des y une 
perpendiculaire 
au plan zox me- 
née parle milieu o 
Fig. 23. de ce 
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Les équations du cercle G seront 

y=0 (X — c)« + a« = R«, 

et celle du tore 



ou bien 

(x« + y« + 2« + c« — R«)« = 4c«(x« + y«). 

Le tore est donc une surface du quatrième ordre. 

90. Deuxième cas. — Les axes de coordonnées et Vaxe de révo- 
lution sont quelconques. — Soient 

X'-'Xo _ y — yo _ % — Zo 
abc 

les équations de l'axe de révolution. 

Pour représenter un parallèle nous le regarderons comme la 
courbe d'intersection d'une sphère ayant son centre au point 
M^f Voi ^) ^6 y^xe de révolution, par un plan perpendiculaire 
à cet axe. 

Posons 

cp==j:«-j-y«-[-2«-|-2y«cosX+2«a:cos(ji+2xycosv ; 

les cosinus des angles que Taxe de révolution fait avec les axes 
de coordonnées seront respectivement proportionnels à 

I f I 

9a 9b 9e 

et la direction d*un plan perpendiculaire à cet axe sera définie 
par réquation 

Les équations d'un parallèle sont donc 

S = tt P = p; 

S représentant le premier membre de l'équation d'une sphère 
ayant son centre au point A de Taxe de révolution. 

'^ n 7 
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En exprimant qae le parallèle rencontre la directrice donnée, 
on obtiendra la relation 

et l'équation de la surface de révolution sera 

r(s,p)=o. 

De cette équation on déduit le théorème suivant : 

Théorème I. — Le premier membre de Vëquation générale Sune 
surface de révolution est une fonction d'une fonction linéaire P et 
du premier membre S de V équation d'une sphère . 

91. Réciproquement, toute équation de la forme 

(9) AS,P) = o 

représente une surface de révolution, SetP ayant les significations 
indiquas plus haut . 

Considérons en effet la courbe 6 ayant pour équations 

G S = a P = p. 

Quand a et ^varient la première des équations (G) représente des 
sphères ayant un centre commun A et la seconde des plans paral- 
lèles à celui qui a pour équation P = 0. Il résulte de là que les 
équations G représenteront des cercles ayant leurs centres sur la 
perpendiculaire abaissée du point A sur le plan P, c'est-à-dire 
sur une droite fixe; les plans de ces cercles sont d'ailleurs per- 
pendiculaires à la droite fixe. 

Cela posé, assujettissons les paramètres a et p à satisfaire à 
l'équation 

les cercles G engendreront une surface de révolution dont les pa- 
rallèles seront tout entiers situés sur la surface 2 représentée 
par réquation (9) ; cette surface de révolution fera donc partie de 
la surface 2. 

On démontrera^ comme dans le cas du cylindre, qu'elle com- 
pose toute la surface 2. 

92. Théorème II. — l*" Les normales à une surface de révolution 
rencontrent Vaxe de révolution. 
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2* Les normales aux différents points d'un même parallèle ren- 
contrent cet axe au même point. 

i* Prenons pour axe des % Taxe de révolution ; les coordonnées 
étant rectangulaires, l'équation de la surface pourra être mise 
sous la forme 

r=«-?(ti)=o 

en posant u = x^-{' y*. 
On a 

les équations d'une normale au point M(x, y^z) de la surface 

sont donc 

X — x _ Y — y Z — z 

2x^'(u)^2y^'(u)'~ -i ' 

Cette droite rencontre Taxe des z^ car si Ton fait X = Y = 
dans ses équations, elles donnent pour Z la même valeur 



Z, = z + 



i 



2?'(u) 



2^ Quand le point M se déplace sur le parallèle Z = z, le point 
de rencontre de la normale avec Taxe 02 ne change pas, car z 
reste constant ainsi que u qui représente le carré du rayon du 
parallèle. 

Réciproquement, toute surface telle que ses normales rencontrent 
une même droite L est de révolution. 

Soient G la section de la surface par un plan P perpendiculaire 
à la droite L, et le point où ce plan 
rencontre L. 

Par hypothèse, la normale à la sur- 
face en un point M de la courbe G 
rencontre la droite L en un point A. 
Cette normale MA est perpendiculaire ^^ 
à la tangente MT à la courbe G, et AO 
est perpendiculaire sur le plan de cette 
courbe ; donc, d'après le théorème des 
trois perpendiculaires, OM sera nor- 
mal au point M à la courbe G. 

Il résulte de là que la courbe G est un cercle, car les nor 
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maies en ses différents points passent par un même point 0. 

La surface qu'on peut considérer conune engendrée par les 
cercles C est donc de révolution. 

Pour compléter cette démonstration, il faut faire voir qu'une 
courbe G dont les normales passent par un point fixe est un 
cercle. 

Prenons le point fixe pour origine des coordonnées rectan- 
gulaires ; réquation d'une normale au point M (x, j^) de la courbe C 
sera 

Cette droite devant passer par l'origine; on aura la relation 



d'où l'on déduit l'équation 



a;« + t/« = R« 

qui représente un cercle. 

93. Surface gauche de révolution. — Cette surface est engen- 
drée par une droite L tournant autour d^un axe auquel elle est liée 
invariablement. 

Soit D une position particulière de la droite mobile ; nous 

prendrons pour axe des z l'axe de révo- 
3 lution, pour axe des x la perpendicu- 

laire commune oÂ aux deux droites 02, 
D, et pour axe des y une perpendicu- 
laire au plan zox. 
Les équations de la droite D seront 




D 



x = a y = mz; 



a désignant la plus courte distance des 
droites oz et D. 

Un parallèle de la surface a pour 
équations 



Fig. 25. 



G 



Z = y x» + y' = a- 



En exprimant que ce parallèle rencontre la directrice D, on 
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obtiendra la relation 



a'^-\-fn!^y^=(i\ 



il restera à éliminer a et y entre cette relation et les équations G, 
ce qui donne Téquation 

X* + y* — w'^* = û*- 

La surface est du second ordre et a pour méridienne une hyper- 
bole ayant ox pour axe réel etoz pour axe imaginaire ; elle peut 
être considérée comme engendrée par une hyperbole tournant 
autour de son axe imaginaire. On la désigne sous le nom de sur- 
face gauche de révolution ou d*hyperbolotde de révolution à une 
nappe. 

94. Équation générale des cônes de révolution. — Soient 
S(Xov yo, Zq) le sommet du cône et 

X — Xo _ Y~yo _ Z— gp 
a b c 

les équations de l'axe de révolution SA. 
Sur la génératrice SG prenons un point 
quelconque M(x,j/, 2), les paramètres direc- 
teurs de cette droite seront respectivement [ 
proportionnels aux différences 




Fig. 26. 



x — xq y — yo z—zq. 



En exprimant que Fangle ÂSG a une valeur constante 0, on 
obtiendra pour représenter le cône l'équation 

u —f" D "j" C 

Interprétée géométriquement, cette équation donne le théorème 
suivant : 

Théorème. — Dans un cône de révolution le rapport des dis- 
tances d'un point de la surface au sommet et à un plan mené par le 
sommet perpendiculairement à VaxCy est constant . 

95. Équation générale des cylindres de révolution. — En 
exprimant que la distance d*un point quelconque du cylindre à 



A 
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l'axe de révolution a une valeur constante R, on obtient immé- 
diatement, pour représenter le cylindre, Féquation 

(x-..)'+(.-y.)-+u-..)'- t'""-"''+;!;;;y+''"-->' =R'; 

les équations de Taxe de révolution étant 

abc 

Remarque. — Dans les deux paragraphes précédents on a sup- 
posé les axes de coordonnées rectangulaires. 
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96. Définition. — On appelle surfaces réglées les surfaces engendrées par 
le mouvement d'une ligne droite. 

On distingue les surfaces réglées on deux classes, les surfaces dévelop' 
pables et les surfaces gauches. 

Une surface réglée est dite développable, lorsque toutes ses génératrices 
sont tangentes à une même courbe que Ton appelle Varête de rebraussement 
de la surface. 

La surface est dite gauche quand ses génératrices ne sont pas tangentes à 
une même courbe. 

Soient 

L iF = a + ap y = p-{-bp z^-x + cp 

les équations d'une droite ; elle engendrera une surface si les paramètres 
ot, p, Y, a, b, c sont fonctions d'une même variable ta. 

On obtiendra l'équation de la surface en éliminant p et co entre les équa- 
tions (L). 

Si d'un point fixe S on mène des parallèles aux génératrices d'une surface 
réglée, on forme un cône appelé le cône directeur de la surface. 

Quand toutes les génératrices sont parallèles à un même plan, le cône di- 
recteur devient un plan et prend le nom de plan directeur. 

97. Condition pour cfu'une surface réglée soit développable. — Posons 

(10) p = ?(a>); 

si, entre les équations (L) et (10) on élimine p et o>, on obtiendra entre les 
coordonnées x, y, z deux équations qui représenteront une courbe G située 
sur la surface. Pour que cette surface soit développable, il faut et il sufQt 
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qu'on paisse choisir la fonction 9 de manière que les droites L soient tan- 
gentes à la courbe C. 

En prenant les dérivées des deux membres des équations L par rapport à tu 
et considérant p comme une fonction de u on a 

«' = y +c'p + cp', 
et les équations de la tangente au point M(a;» y, «,) de la courbe G seront 

X — a; Y — y Z — s 



(11) 



y' z' 



' • 



Cette droite se confondra avec L si ^, y', z' sont respectivement propor- 
tionnels h Qj by e. En appelant (i une quantité auxiliaire, on aura donc 

fl(p'--|i) + a'p + a' = 
(12) /,(p'_p,) + i,'p + p' = 

c(p'-ti)+Cp + T' = 0. 

Ces trois équations du premier degré entre les quantités p etp' — (i ne sont 
pas compatibles en général ; pour qu'elles le soient, c'est-à-dire pour que la 
surface soit développable, il faut que Ton ait 



a a' et' 
c c' y' 



= 0, 



Nous désignerons par U le premier membre de cette égalité. 

Cette condition étant remplie, on tire des deux premières équations (12) 

(13) (0^' — *fl')p 4- aP' — &«' = 0. 

Cette équation fait connaître la valeur de p qui correspond au point où la 
génératrice L touche Tarête de rebroussement. 

98. fiquation du plan tangent à une surface réglée. — Soient M (a;, ^,2) 
an point quelconque de la surface et 6 la valeur de la variable u qui corres- 
pond à la génératrice G passant par ce point ; nous appellerons t la valeur 
de p relative au point M. 

Si nous posons encore 

p = 9(w), 

la fonction ç étant seulement assujettie à prendre la valeur t pour to =: 0, 
nous obtiendrons, en faisant varier 9, une infinité de courbes C passant par 
le point M et situées sur la surface réglée. 

L'équation du plan tangent au point M est de la forme 

/(X — a;) + >»(Y — y)-i-»(Z — z) = 0; 
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ce plan devant contenir la tangente au point M de la courbe G, tangente qui 
est représentée par les équations (11), on aura 



lx' + my' + nz'=zO, 



c'est-à-dire 



I{a!-^a't + at') + m{p' + b't-hbt') + n{^''{-e't + ct') = 0. 

Gomme cette relation doit être satisfaite quand on fait varier 9 dans les 
conditions indiquées plus haut, elle aura lieu quel que soit f, et Ton aura 

/(«' -f fl'O + w(P' 4- ^^) + »(y' -h c'O = 
/a + j»^ + »c = 0. 

L'équation du plan tangent cherché est donc 



(14) 



a'+o't p' + b't T' + c't 

abc 



= 0. 



Gc plan contient la génératrice G, car un point quelconque de celte géné- 
ratrice a ses coordonnées de la forme 

a + ap P + ^? T + ^P" 

Après qu'on a substitué ces valeurs des coordonnées dans l'équation do 
plan tangent, la première ligne et la troisième ne diffèrent que par le fac- 
teur p — t, 

99. La direction de ce plan tangent variera en général avec la position 
du point de contact sur la génératrice. On voit en effet que l'équation du plan 
angent dépend de t, 

Gherchons si, pour certaines surfaces, ce plan tangent peut être le même 
en tous les points d'une génératrice. 

Ajoutons aux éléments de la première ligne du déterminant (14) ceux de la 
troisième multipliés par t, l'équation du plan tangent deviendra 



X— a Y— p Z— Y 

oL' + a't P' + b^t Y + Ct 
abc 



= 0. 



En écrivant que, dans cette équation, les coefficients de Y — p et de Z — f 
divisés par celui de X — a donnent des quotients indépendants de t, on ob- 
tient les relations 



cb' — bd ac' ^ ca' ba' 
ou, en chassant les dénominateurs, les relations 



— ab'" 



flU = ftU = cU=0. 
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comme a, b^ e ne sont pas nuls à la fois, on doit avoir U = et la surface est 
développaàle. 

Théorème. — Un plan tangent à une surface développabU est tangent en 
tous les points de la génératrice reetiligne qui passe par le pHnt de contact. 



Paramètre de distrihution. — Plan central. — Point central. 

Ligne de striction. 



100. Paramétre de distribution. — Soient G et G' deux génératrices d'une 
surface réglée qui correspondent aux valeurs ta 
et tt>-|-Aw de la variable indépendante; leurs 
équations seront i- a 



et 




x = a+ Aa + (a-[- Afl)p 
G' y = p4-Ap + (^ + A^)p 



Si Ton fait, pour abréger, 

A^ = blc ^eàb Bj = cAa — flAc Ct = a^b — bAa 
a, =0-1- A a b^ =b+ àb C4=c + Ac 

la plus courte distance d = pp' des deux génératrices G, G' et le sinus de 
leur angle 9 auront pour expressions 

_A«Att + B^Ap + C«AT 



d = 



sm 9 = 



x/At+Bî+c: 



\/a« + *' + e«\/«î + *; + «! 



Remarquons maintenant que, quand Au tend rers zéro, les rapports 



Att) 



h. 

Acj 



Si. 

Aco 



ont respectivement pour limites les mineurs du premier ordre A, B, G du dé- 
terminant U relatifs aux éléments a', p', y' 1 i^ ^^ résultera 



y^_£^Aûc'-f Bp' + Cf 



U 



A» y/a* + b* + c* Va* + b* 4- c^ 
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On déduit de là 



Aft) Aw a« + ^* + c* 






9 A* + B« + G« 



La quantité p est appelée le paramètre de distribution relatif à la gétérO' 
trice G. 

Quand la surface est gauche^ p n'est ni nul ni infini, excepté pour certaines 
génératrices particulières. Celte quantité est nulle quand la surface est déve^ 
hppable, 

101. Plan central. — • Considérons le plan R qui passe par la génératrice G 
et la perpendiculaire commune pp' ; il est perpendiculaire au plan P paral- 
lèle aux génératrices G, G'. Quand G' vient coïncider avec G, ce dernier plan 
a pour position limite le plan tangent au cône directeur de la surface suivant 
la génératrice g parallèle à G ; le plan R a donc aussi une position limite qui 
est appelée le plan central relatif à la génératrice G. 

.102. Point central. — En cherchant le point de rencontre de G avec le 
plan S mené par G' perpendiculairement au plan P, on obtient pour déter- 
miner la valeur de p qui correspond au pied p de la perpendiculaire com- 
mune jTp' l'équation 



ap — Aa 

a+ Aa 

A, 



d'oîi l'on tire 



(a| + b| + c;)p = 



frp — Ap 



Aa 

+ Afl 

A, 



cp — Ay 

c-f. Ac 



Ap 
b + àlf 



= 



AT 

c + Ac 



Divisons par (A ta)* les deux membres de la relation précédente et faisons 
tendre A u> vers zéro, la quantité p tendra vers une valeur r donnée par 
l'équation 



(15) 



(A*-|-B« + C*)r = 



a' 


P' 


t' 


a 


b 


c 


A 


B 


C 



On voit que, quand G' tend vers G, le point p tend vers un point limite o ; 
ce point o est appelé le point central relatif à la génératrice G. 

103. Ligne de striction. — Chaque génératrice a un point central ; le lieu 
de ces points est la ligne de striction de la surface réglée. 

On aura les équations de la ligne de striction en éliminant r et u> entre 
l'équation (15) et les équations de la génératrice G. 
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Remarque I. -— Quand la sarface est développable on a 

Si de cette relation et de l'identité 

Aa + Bô + Cc = 

on tire les valeurs de y et de e pour les porter dans la relation (15), on obtient, 
après la suppression du facteur commun A* -|- B' -f~ C*> l'équation 

Cr+ap' — fta' = 0, 

c*est^-dire Téquation (13). Le point central est donc alors le point où G touche 
Tarête de rebroussement, et cette courbe devient la ligne de striction de la 
surface. 

Remarque II. — Lorscpi'une surface réglée a un plan directeur D, les pro- 
jections des génératrices' G, G' sur ce plan se coupent au point où il est ren- 
contré par la perpendiculaire commune pp' ; donc la projection de la ligne de 
striction sur le plan directeur est V enveloppe des projections des génératrices 
sur le même plan. 

104. Nous avons vu que, dans une surface gauche, la direction du plan 
tangent varie quand le point de contact se déplace sur une génératrice ; nous 
allons chercher la loi de cette variation. 

Soient G une génératrice d'une surface réglée et G' la génératrice infiniment 
voisine. Menons la perpendiculaire com- 
mune pp' à G et à G' ; posons pp^ = d et o-—r- ^ ^ 

désignons par o le point central relatif à 
la génératrice G. 

Par le point p* menons une parallèle G^ x 

à Gy puis, par le point a de G un plan 
perpendiculaire à cette droite. Ce plan 
rencontrera G, au point b et G' au point c, 
La droite ae est une corde de la courbe ^ 

d'intersection de la surface par le plan abc ; donc, quand G' se confond avec 
G, cette corde devient la tangente à cette courbe au point a, et le plan (iac 
devient le plan tangent au point a de la surface réglée. Quant au plan Gpp', 
il devient le plan central relatif à G ; l'angle cab aura donc pour limite l'angle 8 
que fait avec ce plan central le plan tangent au point a. 

Les triangles abc, cbp' rectangles au point b donnent 

bc bc 
tang cab = -- = -- bc = ap lang 9, 

9 désignant toujours l'angle des deux droites G et G'. 
On tire de ces deux relations l'équation 

ap 
tang cab = — - — » 



lang 9 
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OU, en passant à la limite, Téquation 

(16) tang6 = -i 

P 

en représentant par x la distance du point a au point central o et par p le 
paramètre do distribution relatif à G. 

La relation (16) due à Ghasies résout la question proposée. 

Quand x est nul le plan tangent coïncide avec le plan central. Quand x 

varie de à -|- œ , Tangle 6 varie de à -» et le plan tangent dont le point de 

contact est à l'infini est perpendiculaire au plan central. 

Quand x varie de à — oo on trouve des plans tangents qui sont, par rap- 
port au plan central, symétriques de ceux que Ton a obtenus en faisant va- 
rier :r de à -j- 00 . 

Lorsque la surface est développable, p est nul et l'angle 6 est droit ; le plan 
tangent en un point quelconque de la génératrice G. est donc perpendiculaire 
au plan central ; ce plan reste le même pour tous les points de la généra- 
trice* 

Nous retrouvons ainsi le théorème établi au paragraphe (99). 

105. Considérons deux surfaces règles S, S, ayant une génératrice G com- 
mune. Soient 0, 0^ les deux points centraux de ces deux surfaces relatifs i 
la génératrice G ; nous désignerons par a la distance oo^, par oc Tangle que 
le plan central R, de la surface £« fait avec le plan central R de la surface £. 
Nous nous proposons de déterminer les points M de là génératrice G pour 
lesquels les deux surfaces ont le môme plan tangent. 

Si 6 est l'angle que ce plan tangent commun fait avec le plan central R, il 
fera avec le plan central R« l'atigle — a, et, en posant oM = j;, on aura 

X X — Il 

tange = - tang{e — «) = , 

P Pi 

p et p, étant les paramètres de distribution des deux surfaces relatifs à la 
génératrice G. 

L'élimination de 6 eotre les deux équations précédentes donne pour dé- 
terminer X une équation du second degré 

(17) x*tanga — (atangac +P4 — p)x f p(pjtanga — fl) = 0. 

On en conclut que les deux surfaces ont le même plan tangent en deux 
points de la génératrice G. 

Si les deux surfaces se touchent en troU points de celte génératrice, elles 
sont tangentes en chacun de ses points ; en effet, l'équation (17) ayant trois 
racines devient une identité. On dit alors que les deux surfaces ie raccordent 
suivant la droite G. • 

Pour qu'il y ait raccordement, il faut et il sufût que les points centraux et 
les plans centraux coïncident ; il fout en outre que les paramètres do distri- 
bution soient égaux. 
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106. Remarque. — Lorsque les surfaces réglées ont le môme cône direc- 
teur ou le même plan directeur, Tangle a est nul et Téquation (17) s'abaisse 
an premier degré. 

Dans ce cas, les surfaces ont le même plan tangent en un seul point à dis- 
tance finie de la génératrice commune G ; elles se raccordent quand elles sont 
tangentes en deux points de cette génératrice. Pour qu'il en soit ainsi» il faut 
et il suffit que les points centraux coïncident et que les deux paramètres de 
distribution p, p^ soient égaux. 

Les surfaces de raccordement sont fréquemment employées en Géométrie 
descriptive. 
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107. Soit f(Xj y, 2, a) une fonction des coordonnées x, y, z et d*un para- 
mètre variable a ; Téquation 

f(x, y, z, c) = 

dans laquelle on fera varier a, représentera une famille de surfaces. 
Donnons au paramètre variable les valeurs a e% a-\-h, les équations 

f(Xyy,z,a)=Q /'(a;,y,2, fl + fc)=0 

représenteront des surfaces S, £' se coupant suivant une courbe c définie par 
ces équations considérées simultanément. 
Les coordonnées des points de cette courbe satisferont aussi à Téquation 

f(x, y, g, g + fe) — f{x, y, g, g) _ ^ 
h ' 

si l'on fait tendre h vers zéro, la courbe c tendra vers une courbe C repré- 
sentée par les équations 

(1) r(x,y,z,a)=zO (2) fa{x,y,z,a) = 0; 

nous dirons que la courbe C, appelée par Monge la caractéristique, est Tin- 
tersection de la surface S avec la surface infiniment voisine de la même fa- 
mille. 

Définition. — On appelle enveloppe d'une surface 2 dont Véquation contient 
un paramètre variable la surface engendrée par les caractéristiques. 

D'après ce qui précède, on aura l'équation de l'enveloppe en éliminant le 
paramètre a entre les équations (1) et (2). 
La surface variable £ est appelée la surface enveloppa. 

108. Théorème. — Chaque surface enveloppée 21 est tangente à la surface 
enveloppe E en tous les points de la caractéristique correspondante. 

Donnons au paramètre a une valeur A, ce qui définit une enveloppée £, et 
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une caractéristique G«; soit MifXi, y^, sj an point quelconque de celle ca- 
ractéristique, le plan tangent au point M« de la surftice £« aura pour équation 

HX-x,) + m(Y^y\) + n(Z-z,) = 0, 
en posant 

« = /jj, (a?,» y,, «o A) 

m 

D'un autre côté, on peut prendre Téquation (1) pour celle de Tenveloppe, 
pourvu qu'on y regarde a non plus comme une constante, mais comme une 
fonction de x^ y, z définie par l'équation (2). 

L*équation du plan tangent au point M(x, y, z) de l'euTeloppe sera donc 

L(X — a;) + M(Y — y) + N(Z — «) = 0, 
en posant 

L = /x («1 yi «1 «) + «x^a (^» y» ^' «) 

M = /J (X, y, jf, a) + fly/^^ {X, y,z,a) 
^ = fz {^1 y» si^ a) + a^fa (^» y» *' «)• 

En tenant compte de la relation (2), les relations précédentes deviennent 

L = f^{Xyy,z,a) 
M = /y (a?, y, il, a) 
N = /i(ir,y,2, fl). 

Cela posé, feisons coïncider le point M avec le point M, qui est situé sur 
l'enveloppe, alors d;, y et 2 deviendront x^^y^ ei z^; de plus, a prendra une 
▼aleor numérique justement égale à A ; donc on aura 

L = Z M=:i» N = n, 

et l'enveloppée S, touchera Tenveloppe E au point M« qui est quelconque sur 
la caractéristique C«. 

La surface S| touchera donc E en tous les points de la courbe C,. 

109. Généralisation. — Supposons que l'enveloppée soit représentée par 
une équation 

(3) r(x,y,z,a,b) = 
contenant deux paramètres variables liés par une relation 

(4) f{a,b)=0. 

On démontrera, comme dans la Géométrie plane, que Téquation de Tenve- 
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ioppe s'obtiendra en éliminant a ti b entre les équations (3) , (4) et réquation 

^^H* ^^Z mmmm^ • 

r r 

110. — Soit maintenant une famille de surfaces dont Téq nation 

(5) A«,y,*,«,*) = o 

contient deux paramètre* arbitraires a et ^. ' 

Supposons un instant a et ^ liés par une relation 

* = +(fl) 

l'équation (5) ne contiendra plus qu'un paramètre arbitraire a, et les équa- 
tions de la caractéristique seront 

Quelle que soit la fonction ^, cette caractéristique passera par les points M^ 
définis par les équations 

(6) r=o r'^=o ri=o. 

Le lieu décrit par les points Mj quand a Bi b varient d'une manière arbi- 
traire est l'enveloppe des surfaces considérées. 

On obtiendra l'équation de l'enveloppe en éliminant a et ^ entre les équa- 
tions (6). 

On démontre, comme au para^aphe 108, le théorème suivant : 

111. Théorème. — Chaque surface enveloppée £ eet tangente à la surface 
enveloppe E en tous les points M,- qui correspondent è cette surface £. 

Il y a une différence qui mérite d'être signalée entre l'enveloppe des sur- 
faces à lift seul paramètre et celle des surfaces à deux paramètres. 

Dans le premier cas, l'enveloppe et chaque enveloppée ont une courbe de 
contact. 

Dans le second cas, ces deux surfaces sont seulement tangentes en on ou 
plusieurs points. 

112. Généralisation. — Supposons que l'enveloppée soit représentée par 
une équation 

(7) flx,y,Zya,b,e) = 
contenant trois paramètres variables liés par une relation 

(8) ç(a,*,c) = 0. 

On démontrera, comme dans la Géométrie plane, que l'équation de l'enve- 
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loppe s'obtiendra en éliminant a, b el e entre les équations (7), (8) et les 
équations 

9a 9b 9c 



Applications. 

113. Exemple I. — Trouver V enveloppe dCun plan qui se meut tuivant une 
loi déterminée. 

L*équation du plan ne contiendra qu'un seul paramètre arbitraire o» ; en 
prenant pour paramètre le coefOcient de x, elle sera de la forme 



(9) 



5 = co X + y A 0) ) + F ( Cl) ) . 



L'équation de Tenveloppe s'obtiendra en éliminant » entre l'équation (9) et 
l'équalion 



(10; 



0=zx + yrM + P(îù). 



On voit que les caractéristiques sont des droites et que la surface est ré- 
glée. D'un autre côté, le plan représenté par l'équation (9) est tangent en tous 
les points de la caractéristique ; donc la surface est développable. 

On peut encore vérifier ce résultat de la manière suivante : 

Des équations (9) et (10) on tire 



a: = — yr{«)—F'(co) « = [/'( u>) — m/"(w) ) y + F(w) - wP(u)) 



puis 



nco) - 



z-f tt)F'(fa))-~F(a)) 
«rtcol-Aco) 



Le déterminant que nous avons désigné par U au paragraphe 97, est ici 



U = 



— 1 



r(«) 





— F"(w) 

— »F"(a)) 



OU bien 



U = — 



r(«) F"(») 

«r(«) œF"(w) 



On voit que le déterminant U est nul ; donc la surface est développable. 

114. De ce qui précède il résulte qu'on peut définir une surface dévelop- 
pable comme l'enveloppe d*un plan dont l'équation ne contient qu'un seul 
paramètre. 

II 8 
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. Cette nouvelle déÛaUîoQ a sur celle qui a été donnée au paragraphe 96» 
Tavantage d'embrasser les surfaces coniques et cylindriques. 

Exemple II. — Trouver t enveloppe des êphères S qui passent par un point 
donné A et dont le centre décrit une sphère S. 

Prenons pour axes de coordonnées trois diamètres rectangulaires de b 
sphère S, Taxe des x passant par le point A. Si l'on pose oA=:d et si l'on 
désigne par R le rayon de la sphère £, Téquation de la sphère S sera 

(li) a:* + y« + 5« — 2fl(a; — d) — 2*y — 2c« — («•rrO, 

et les coordonnées de son centre seront liées par la relation 

(12) o« + *■ + c« = R«. 

On aura l'équation de l'enveloppe en éliminant a, b, c entre les équations 
(11;, (12) et la relation 

X — d y z 

(18) i-_" = ?=r, 

a oc 
ce qui donne 

Cette équation étant de la forme 

représente une surface de révolution ayant pour axe la droite ox. 
La méridienne située dans le plan des zx bl pour équation 

(a:» + 2« — d*)* = 4R"[(x — d)« + s«]. 

Cette méridienne est un limaçon de Pascal, cor, en transportant l'origine au 
point A et passant aux coordonnées polaires, Taxe polaire étant Ax, l'équa- 
tion précédente devient 

p = ^2<lco8ii>:h2R. 



EXERCICES. 



1* Trouver l'équation du plan passant par un point M d'une surface et la 
coupant suivant une courbe pour laquelle le point M est double. (Plan tan- 
gent.) 

2* Oémontrer que les surfaces représentées par les équations 

xy = <xz V»* + «*+ V^* + y* = t^ V^* + ^ — V^-** + y* =^T 
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se coupent à angle droit. Interpréter géométriquement les deax dernières 
équations. 

S* Trouver l'équation d'une courbe tracée sur un cylindre de révolution et 
qui se transforme en une ligne droite, quand on développe le cylindre sur un 
plan. (Hélice.) 

La portion d'une génératrice du cylindre comprise entre deux points de 
rencontre consécutifs de cette droite avec l'hélice est appelée le ptu de cett^ 
courbe. 

4* Trouver la trace, sur le plan de base d'une hélice, du cylindre ayant 
pour directrice cette hélice et dont les génératrices sont parallèles à la tan- 
gente en un point donné de cette courbe. (Cydolde.) 

(Le plan de base de l'hélice est celui d'une section droite du cylindre sur 
lequel elle est tracée.) 

5» Trouver le lieu des pieds des perpei\diculaires abaissées d'un point de 
l'axe d'un cylindre de révolution sur les tangentes à toutes les hélices de 
même pas que l'on peut tracer sur ce cylindre. 

6* Trouver la surface engendrée par les tangentes à une hélice. (Hélicolda 
déTsloppable.) 

7* Dans un plan tangent à un cylindre de révolution dont l'axe est os oo. 
trace une ellipse dont un des axes BB' = 26 coïncide avec la génératrice de 
contact ; soit D la courbe obtenue en enroulant le plan tangent sur le cy- 
lindre. 

Trouver l'équation du conoïde droit ayant pour directrices la droite o 2 et 
la courbe D. 

On coupe ce conoïde par un tore dont l'axe est oz et dont le cercle géné- 
rateur a pour diamètre l'axe 26 de l'ellipse. Ce cercle situé dans le plan des 
deux droites oz, BB' touche BB' au centre de l'ellipse. 

Trouver la projection de la courbe d'intersection des deux surfaces sur un 
plan perpendiculaire à l'axe oz, (Spirales d'Archimède.) 

8* Trouver le lieu géométrique des sommets des cônes ayant pour direc- 
trice un cercle tracé sur une sphère donnée et coupés par un plan donné 
suivant des cercles, des hyperboles équilalères ou des paraboles. 

9* La projection d'une section plane d'un cône de révolution sur un plan 
perpendiculaire à l'axe mené* par le sommet est une conique ayant pour l'un 
de ses foyers le sommet et pour directrice correspondante l'intersection du 
plan sécant et du plan de projection. 

10* Trouver l'équation de la projection sur un plan perpendiculaire à l'axe 
d'un cône de révolution, d'une courbe tracée sur ce cône et qui se transforme 
en une ligne droite quand on développe le cône sur un plan. 

11* Trouver l'équation de la surface engendrée par une droite qui s'appuie 
sur deux droites rectangulaires données D, D' et fait avec D un angle donné. 

Étudier les sections de la surface par des plans parallèles aux droites D, D' 
ou perpendiculaires à la droite D. 

12* Trouver l'équation de la surfiice engendrée par une droite qui s'appuie 
sur deux droites rectangulaires données D et O', et sur la circonférence d'un 
cercle dont le centre est sur la droite D et dont le plan est perpendiculaire 
à cette droite. 

Étudier les sections de la surface par des plans perpendiculaires à D. 
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13* Soient deux cônes de révolution ayant leurs axes parallèies, Tintarsec- 
tion de ces cônes projetée sur un plan perpendiculaire à leurs axes est an 
ovale de Descaries. (Quételet.) 

Remarque. — Un ovale de Descartes est le lieu des points tels qu'entre 
leurs distances r^ r^ k deux points fixes F, P appelés foyers on a la relatioo 

La courbe a un troisième foyer situé sur la droite FF'. 
En prenant pour pôle un foyer, Téquation de la courbe en coordonnées po- 
laires est 

p* — 2(aco8ci) + ftsino)-|-c) p-|-d = 0. 

14<' Soient A, B deux coniques focales, les cônes ayant même sommet et 
ces focales respecliyement pour directrices se coupent à angle droit. 

15* Étant données une sphère et deux droites rectangulaires touchant la 
sphère aux extrémités d'un même diamètre, trouver l'équation de la surftico 
engendrée par une droite qui s'appuie sur les deux droites données et reste 
tangente à la sphère. 

16* Trouver la surface engendrée par une ellipse variable qui a pour centre 
UQ point donné o, pour sommet un point donné A et dont un autre sommet 
décrit une droite D. % 

17* Trouver l'équation de la surface engendrée par un cercle passant par 
deux points donnés et dont la circonférence s'appuie sur une droite donnée. 

18* La surface qui a pour équation 

est coupée suivant quatre cercles par la sphère dont l'équation est 

x* + y* + z*=ii, 
19* La surface ayant pour équation 

^ + y' + ^* — 3a?y2 = a* 

est de révolution. (Coordonnées rectangulaireB.) 

20* La section d'un tore par un plan bi-tangent se compose de deux cercles 
égaux. (TTon VilUrceau.) 

21* La section d'un tore par une sphère bi-tangente se compose de deux 
cercles. 

22* La surfhce engendrée par une ellipse tournant autour d'une droite si- 
tuée dans son plan est coupée suivant deux ellipses par un plan bi-taogeni. 
Les projections de ces ellipses sur un plan perpendiculaire à l'axe de révo- 
lution ont pour foyer commun le point où ce plan rencontre Taxe. 

23* Étant donnés un plan P et un point o, on joint le point o aux dlff&- 
rents points M du plan et, par le point M, on mène un plan Q perpendicu- 
laire sur 0M ; trouver l'enveloppe des plans Q. 

Même question, en remplaçant le plan P par une sphère n'ayant pas son 
contre au point o. 
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84* Démontrer que le lieu des centres des sphères S tangentes à trois 
sphères données ayant pour centres les points m, m', m" est une conique A. 

L*expression des distances des centres M des sphères S aux trois points 
m, m', m" est une fonction linéaira des coordonnées du point M ; il en résulte 
que les trois points m, m', m" sont situés sur une des focales de la conique A. 

Le lieu des points de contact des sphères S avec chacune des sphères don- 
nées est un cercle. 

L'enveloppe des sphères S est appelée la eyelide de M. Uifipin ; le problème 
suivant permet de trouver facilement réqualion de cette enveloppe. 

25* On donne trois axes rectangulaires et une ellipse A ayant pour équa- 
tions 

Sur cette ellipse on prend un point quelconque M ayant pour abscisse x, 
et, sur sa focale hyperbolique B, on prend un point m ayant pour abscisse a. 

Cela posé, on considère la sphère S ayant son centre au point M et pour 
rayon 



R = ±(f,-*). 



h étant une constante et la sphère s ayant son centre au point m et pour 
rayon 



=± A-?,). 



Trouver la surface enveloppe des sphères S, le point M décrivant l'ellipse A. 

Si l'on prend trois sphères «, <,, s^ ayant respectivement pour centres des 
points m, ffij, m, de l'hyperbole B, ces sphères sont tangentes à la sphère 
variable S ; il en résulte que l'enveloppe des sphères S est la cyclide de 
M. Dupin. 

Quand le point m décrit l'hyperbole B, les sphères s enveloppent la même 
cyclide. 

Les caractéristiques de l'enveloppe des sphères S sont des cercles dont les 
plans passent par une même droite ; les plans des cercles, caractéristiques de 
l'enveloppe des sphères «, passent aussi par une même droite. 

Démontrer que les sphères S passent par deux points fixes situes sur la 
focale B ; quand ces points sont imaginaires les sphères S coupent orthogo- 
nalement la circonférence d'un cercle doublement tangent à l'ellipse A. 

Les sphères g jouissent de propriétés analogues. 

26* Les normales à une surface réglée aux différents points d'une généra- 
trice sont sur un paraboloïde hyperbolique. — On fera usage de la formule 
de Choêles (104). 

27** Deux surfaces gauches ayant une génératrice commune sont telles que 
les deux plans tangents passant par celle génératrice et qui leur sont com- 
muns se coupent à angle droit. Démontrer que, pour la génératrice commune, 
le plan central de l'une des surfaces touche l'autre au point où le plan 
central de celle-ci touche la première. (Mannheim.) 
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CHAPITRE PREMIER 



CLASSIFICikTION DES QUADRIQVBS. 



115. L'équation générale du second degré à trois variables esl 
de la forme. 

(1) /'=Ax« + A'y« + A''a« + 2By2 + 2B'2x + 2B'xy 

nous nous proposons de classer les surfaces représentées par 
cette équation et de déterminer leur forme. 

Nous représenterons par À le discriminant de la fonction homo- 
gène à trois variables 

<f = kx^ + A'y^ + A''z* + 2Byz + 2B'zx + 2B''xy 

et par H celui de la fonction homogène à quatre variables 

kx^ + A'y^+A''z^ + 2Byz-h2B'zx + iiB''xy 
+ 2Cxt + 2Gyt + 2C'zt^Bt*. 

Nous poserons donc 



A B'' B' 
B^ A' B 
B' B A' 



H = 



A 


B» 


B' 


C 


B» 


A' 


B 


C 


B' 


B 


A' 


C" 


C 


C 


C 


D 



Pour fixer les caractères analytiques des différentes classes de 
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surfaces que nous aurons à considérer^ nous nous appuierons sur 
le théorème suivant : 

• Théoràme. — Pour qu'une fonction homogène et du second 
degré de n variables soit la somme des carrés de n fonctions li- 
néaires homogènes et distinctes de ces variables, il faut et il suffit 
que le discrirninant de cette fonction ne soit pas nul. 

Pour que cette fonction soit la somme des carrés de n — p fonc- 
tions linéaires homogènes et distinctes des mêmes variables, il faut 
et il suffit que tous les mineurs de son discriminant soient nuls, 
jusqu'à ceux de l'ordre p — 1 inclusivement. 

Ce théorème que Ton démontre en Algèbre peut être établi par 
les considérations employées en Géométrie plane (O.P. 109). 



DiYision des quadriques en cinq classes. 

Nous examinerons les deux hypothèses suivantes : 

I. — Les coefficients des carrés x*, y*, a* dans la fonction f ne 
sont pas nuls à la fois. 

II. ^ Les coefficients de ces carrés sont nuls à la fois. 



Les coefficients des carrés x^, j^ et i^ ne sont pas nuls 

à la fois. 



116. Pour fixer les idées, supposons A ^0. On a identique- 
ment. 

<2) /•=- (Ax + B'y + B'a + C)« + A'y« + A^;5« + 2By2 
+ 2C'î/ + 2C'z + D — ^(B*y + B'« + C)«; 

nous désignerons par P la fonction Ax + B"y + ^'^ + G, qui n'est 
pas autre chose que la demi-dérivée g f^ • 

i 

L'expression qui suit le terme -r- P*, dans le second membre de 
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la relation (2), est une fonction de deux variables au plus qui 
pourra être du second degré, du premier degré ou se réduire à 
une constante. 

Si elle est du second degré, on a vu en Géométrie plane 
(G. P. 104), qu'elle peut être ramenée à l'une des formes sui- 
vantes : 

PQ* + R 
pQ^ + h. 

Si elle est du premier degré, on la représentera par Q ; si elle 
est constante, on la représentera par h. 

En résumé, dans l'hypothèse considérée, la fonction f pourra 
être ramenée, par des transformations simples, à Tune des formes 
suivantes : 



I 


«P» + ?Q»+yR* + A 


II 


«P* + PQ» + R 


III 


c:P«+pQ» + A 


IV 


aP* + Q 


V 


aP» + A. 



Dans ces formes a, p, y, h sont des constantes et P, Q, R re- 
présentent des fonctions linéaires des variables j*, y, z contenant 
la première trois variables, la deuxième deux variables et la 
troisième une seule variable. 

De cette remarque, il résulte que les plans représentés par les 
équations 

P = Q = R=:0 

forment un véritable trièdre. 



Les coefficients des carrés x<, y^ et z^ sont nuls à la fois. 

On a alors 
f=2Byz + 2B'zx + 2B'xy'{-2Gx + 2Gy + 2G'z + D. 

Les trois coefficients B, B', B" ne peuvent pas être nuls en 
même temps; pour fixer les idées nous supposerons B^O. 
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On a identiquement 

(8) f=|(Ba; + B'a; + C')(By + B'a; + C'') + 2Cx + D 

— ~(B''xH-C')(B'x + C'). 

Nous désignerons par P et par Q les fonctions Bz-{-B''x-\-C^ 
et By+B'x + C* qui ne sont pas autre chose que les demi-dé- 

rivées-/" , -f . 

2 

L'expression qui suit le terme— PQ, dans le second membre 

13 

de la relation (3), est une fonction d'une seule variable qui pourra 
être du second degré, du premier degré, ou se réduire à une 
constante. 

Si elle est du second degré on la ramènera à la forme yR* -{- A. 

Si elle est du premier degré on la représentera par R ; si elle est 
constante on la représentera par h. 

En résumé, dans cette seconde hypothèse, la fonction f pourra 
être ramenée, par des transformations simples, à Tune des formes 
suivantes : 

r PQ+^Rs + A 

ir PQ + R 

Iir PQ + A. 

Remarque I. — On a identiquement 



PQ 



= (^7_(^"y=p;_o. 



donc les formes 1', ir, III' reviennent respectivement aux formes 
I, II, m. 

Remarque II. — Les fonctions linéaires P|, Q^ peuvent con- 
tenir les mêmes variables, mais les plans représentés par les 
équations 

ou, ce qui est la même chose, par les équations 

P + Q = P-Q = 0, 
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ne sont ni parallèles entre eux, ni rejetés à rinflni, ni parallèles 
au plan des yz. 

En effet ces plans passent par Tintersection des plans P et Q 
qui est à distance finie; de plus B n*est pas nul. 

D'un autre côté la fonction linéaire R ne contient que la va- 
riable X] de cette double remarque il résulte que les plans 
représentés par les équations 

P4 = Q^ = R = 

forment un véritable trièdre. 

117. De tout ce qui précède il résulte que Téquation d'une qua* 
drique peut être ramenée à l'une des cinq formes suivantes : 

II aP« + pQ« + R = 

(G) m aP* + pQa + A=0 

IV aP« + R =0 

V aP« + A =0. 

Ces formes sont évidemment distinctes ; on est donc conduit â 
diviser les quadriques en cinq classes. 

La première classe comprend toutes les quadriques dont l'équa- 
tion peut être ramenée à la forme 

aP* + pQ« + TR* + * = 0- 

La deuxième classe comprend toutes celles dont l'équation 
peut être ramenée à la forme 

aP« + pQ« + R = 0. 

La troisième classe comprend toutes celles dont Téquation 
peut être ramenée à la forme 

La quatrième classe comprend toutes celles dont l'équation 
peut être ramenée à la forme 

«P' + RsrO. 
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Enfin la cinquième classe comprend toutes celles dont Téqua- 
tion peut être ramenée à la forme 

Caractères analytiques des différentes classes 

de quadriques. 

118. Deux remarques très simples nous permettront de trouver 
immédiatement les caractères analytiques des différentes classes 
de quadriques. 

Première remarque. — Pour fixer les idées, considérons les 
quadriques de la première classe. 
Posons. 

P=p-|-/ Qrsg + m R = r + w, 

If m, n désignant des constantes et p, g, r des fonctions linéaires 
et homogènes dos variables x, y, z. 

Groupons en outre ensemble les termes de même degré dans 
la fonction f, nous aurons 

/*=? + ?! + ?0- 

Si l'on rend homogènes la fonction f et la fonction 
on obtiendra l'identité 

&o\x Ton déduit la nouvelle identité 

On verra de même que, pour les quadriques de la deuxième et 
de la troisième classe, on a 

et que, pour celles de la quatrième et de la cinquième classe, on a 

cp^ap*. 
Deuxième remarque. — Rendons homogènes la fonction/* et 
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les premiers membres des équations du groupe (G) ; remplaçons 
ensuite Ht par 

on vérifiera, sans difficulté, les propriétés suivantes : 

i® Pour les quadriques de la première classe, la fonction f ren- 
due homogène est la somme des carrés de quatre fonctions 
linéaires, homogènes et distinctes. Ce nombre seréduit à trois 
si h est nul. 

2^ Pour les quadriques de la deuxièmo classe, cette fonction f 
est la somme des carrés de quatre fonctions linéaires. 

3® Pour les quadriques de la troisième classe, cette fonction f 
est la somme des carrés de trois fonctions linéaires. Ce nombre 
86 réduit à deux si h est nul. 

4* Pour les quadriques de la quatrième classe, cette fonction f 
est la somme des carrés de trois fonctions linéaires. 

5^ Pour les quadriques de la cinquième classe, cette fonction f 
est la somme des carrés de deux fonctions linéaires ; elle est 
carré parfait si h est nul. 

Ces deux remarques étant faites, si Ton applique aux fonctions ip 
et /* le théorème rappelç au paragraphe 415, on formera immé- 
diatement le tableau suivant faisant connaître les caractères ana- 
lytiques des différentes classes de quadriques : 



Première classe. 


A>0. 
H>0 


ou H=0. 


Deuxième classe. 


A = 
H^O. 


tous les mineurs du premier ordre ne sonl 
pas nuls. 


Troisième classe. 


A=0 
H=0. 


tous les mineurs du premier ordre no sont 
pas nuls. 


Quatrième classe. 


A = 
H--=0 


tous les mineurs du premier ordre sont nuls, 
tous les mineurs du premier ordre ne sont 
pas nuls. 


Cinquième classe. 


A = 
H = 


tous les mineurs du premier ordre sont nuls, 
tous les mineurs du premier ordre sont nuls. 
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DIVISION DBS QUADRIQUES EN GENRBS. 

Premiôre classe. 

119. L'équation des quaâriques de la première classe peut être 
ramenée à la forme 

nous prendrons pour nouveaux axes de coordonnées le trLàdre 
OXYZ formé par les trois plans P, Q, R. 

Quand on passe des anciens axes oxyz aux nouveaux, la fonc- 
tion linéaire P des variables a;, y^ z devient une fonction linéaire 
des nouvelles variables X, Y, Z, qui, égalée à zéro, doit repré- 
senter le plan YOZ dans le nouveau système d'axes. 

De cette remarque, qui s'applique également aux fonctions Q 
et R, il résulte que Ton peut poser 

P = IX Q = mY R==:nZ, 

l, m, n étant des constantes. 

L'équation des quadriques de la première classe rapportées 
aux axes OXYZ sera donc 

Nous distinguerons deux cas principaux qui correspondent au 
genre ellipsoïde et au genre byperboloîde. 

120. Genre ellipsoïde. — Les coefficients a, p, y sont de même 
signe, — Nous pouvons supposer que ces trois coefficients sont 
positifs ; ce cas se subdivise en trois autres. 

1*»A<0. —Posons 

' h ' h ' h 

a^:=i -- 6« = — c* = — 

l'équation de la surface deviendra 

X« Y» Z« 

a« b^ c« 
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Prenons sur Taxe des X de part et d'autre de l'origine des lon- 
gueurs OA=OA'= a'; sur l'axe des Y des longueurs OB=OB'=J'; 
sur l'axe des Z des longueurs OC == OC = (f, la surface passera 
par les points (A, A'), (B, B'), (C, C). 
Les sections de la surface par les plans de coordonnées ont 

respectivement pour équa- 
tions 



x=o i.+^_i=o, 
x« z« 

a* c* 
XI Y« 




Fif . 29. 



Ces sections sont des ellip- 
ses rapportées à deux diamètres conjugués et passant respecti- 
vement par les points (A, A'), (B, B'), (C, C). 

Maintenant la section de cette surface par un plan parallèle au 
plan ZOY a pour équations 

Y« Z« rf« 

b^ c« a« 

cette section est une ellipse réelle quand d est compris entre — cf 
et -|~ ^'* ^6 plus I^s points où elle rencontre les deux ellipses ABA', 
AGA sont, par rapport à elle, les extrémités de deux diamètres 
conjugués. 

La surface peut donc être considérée comme engendrée par 
une ellipse dont le plan reste parallèle au plan YOZ et qui ren- 
contre les ellipses ABA', ACA' en des points qui sont, par rapport 
à l'ellipse mobile, les extrémités de deux diamètres conjugués. 

On voit que la surface est limitée dans tous les sens ; on la dé- 
signe sous le nom d'ellipsoïde. 

2<» A = 0. — L'équation 

aPX« + pm« Y« + Yn«Z« = 
admet seulement la solution 



X=::Y = Z=:0. 
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Elle représente ua point ; on dit que l'ellipsoïde se réduit à un 
point. 

S^ h>0. -^ L*équation (I) n'admet aucune solution réelle ; on 
dit qu'elle représente un ellipsoïde imaginaire. 

121. Genre hyperboloide. — Les coefficients a, p, y n'ont pas 
le même signe, — Nous pouvons toujours supposer que a et p sont 
positifs et que y est négatif; ce cas se subdivise en trois autres. 

1* A<0. — Posons 



a«= — 



a/« 



ft« = 



pm« 



c« = + 



yn* 



l'équation de la surface deviendra 



a« t« c« 



Prenons sur Taxe des X de part et d'autre de Torigine des lon- 
gueurs OA=OA'=a'; sur Taxe des Y des longueurs OB=OB' =/>' ; 
sur Taxe des Z des longueurs OC = OC = c'y la surface passera 
parles points (A, A), (B, B') et 
sera rencontrée par OZ en deux 
points imaginaires. 

Les sections de la surface par 
les plans coordonnés ont respec- 
tivement pour équations. 



x=o 4-_--_i=o, 



Y« 


Z« 


1 


" ; 


fr» 


e* 


X* 


Z« 


1 


" 1 


o« 


e* 





Y=0 -, --1 = 0, 



Z = 



-. 1=0. 




Fig. 30. 



Les deux premières sections sont des hyperboles G, G' ayant CG' 
pour diamètre imaginaire ; les diamètres conjugués de GC' sont 
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respectivement BB' et AÂ'. La troisième section est une ellipse 
dont ÂA' et BB' sont deux diamètres conjugués. 

La section de la surface par un plan parallèle au plan XOY a 
pour équations 

cette section est une ellipse qui reste réelle quand d varie de — oo 
à -[- 00 • Be plus, les points où elle rencontra les hyperboles G 
et G' sont, par rapport à cette ellipse, les extrémités de deux 
diamètres conjugués. Il est important de remarquer que les extré- 
mités d'un même diamètre sont sur des branches difTérentes des 
hyperboles G, G'. 

La surface peut donc être considérée comme engendrée par 
une ellipse dont le plan reste parallèle au plan XOY et qui ren- 
contre les hyberboles G, G' en des points qui sont, par rapport à 
l'ellipse mobile, les extrémités de deux diamètres conjugués; 
deux extrémités d'un même diamètre étant d'ailleurs situées sur 
des branches différentes des hyperboles directrices. 

On voit que la surface est formée d'une seule nappe indéfinie 
dans tous les sens ; on la désigne sous le nom d' hyper boloîde à 

une nappe. 

2*» A > 0. — Posons 







c« = 



_A_ 



Fiff. 31. 



réquation de la surface deviendra 

X« Y« Z« 

a« fr« c« 

Les axes OX, OY rencontrent la sur- 
face en des points imaginaires et 
Taxe OZ la rencontre en deux points 
réels G, G', tels que OC = OC' = c'. 

Les sections de la surface par les 
plans coordonnés ont respectivement 



pour équations 
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x=o I._i.+i=o, 



X« Z* 

a* (î« 

X» Y« 

z=o _ + I-+i=o. 

Les deux premières sections sont des hyperboles G, G' ayant CC 
pour diamètre réel ; les diamètres conjugués de GG' sont respec- 
tivement OY et OX. La troisième section est une ellipse imagi- 
naire* 

La section de la surface par un plan parallèle au plan XOY a 
pour équations 

7 ^ X*. Y* d» . 

cette section est une ellipse qui n'est réelle que pour les valeurs 
de d non comprises entre — c' et + c*. 

De plus, les points où elle rencontre les hyperboles G, G' sont, 
par rapport à cette ellipse, les extrémités de deux diamètres con- 
jugués. Il est important de remarquer que les extrémités d'un 
même diamètre sont sur la même branche d'hyperbole. 

La surface peut donc être considérée comme engendrée par 
une ellipse dont le plan reste parallèle au plan XOY et qui ren- 
contre les hyperboles G, G' en des points qui sont, par rapport à 
l'ellipse mobile, les extrémités de deux diamètres conjugués; 
deux extrémités d'un même diamètre étant d'ailleurs sur la même 
branche des hyperboles directrices. 

On voit que la surface se compose de deux nappes séparées et 
mdéfinies l'une dans le sens des cotes positives, l'autre dans le 
sens des cotes négatives ; on la désigne sous le nom d'hyperbo- 
loîde à deux nappes. 

8*» /i = 0. — L'équation de la surface, en mettant en évidence 
les signes des coefficients, prend la forme 

X« , Y« Z« ^ 

a« fr« c« 
II 9 
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Tout plan parallèle au plan XOY coupe la surface suivant une 
ellipse réelle ; de plus, 1* équation précédente est homogène par 
rapport aux coordonnées X, Y, Z ; la surface est donc un véritabk 
c&ne. 

Deuxiàme classe. 



122. L'équation des quadriques de la deuxième classe peut 
être ramenée à la forme 

Cette équation devient 

aI«Y* + pm«Z« + nX=0, 

si l'on prend les plans P, Q^ R pour les plans de coordonnées ZOX, 
XOY, ZOY. 
Nous distinguerons deux cas. . 

123. 1"* Paraboloide elliptique. — Les coefficients cl et p sont 
de même signe. — On peut toujours supposer que les coefficients a 
et p sont positifs et que le coefficient n est négatif. Si ce dernier 

coefficient était positif, on 
changerait le sens des abs- 
cisses positives. 
Posons 




2p' = 



n 



2g' = — 



n 



pm« 



Fig. 32. 



l'équation de la surface de- 
viendra 

Y« Z« 

p q 



Les sections de la surface par les plans coordonnés ont respec- 
tivement pour équations 

Y* Z* 

P 9 

Z« 

Y = fL_2X=:0, 

9 

Z = ^ — 2X = 0. 
P 
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La première section est une ellipse réduite à un point; le 
plan YOZ touche donc la surface à Torigine. 

Les deux autres sections sont des paraboles G, G' ayant OX 
pour diamètre commun, respectivement tangentes aux axes OZ, 
OY et s'étendant toutes les deux à Tinfini dans le sens des abs- 
cisses positives. 

La section de la surface par un plan parallèle au plan XOY a 
pour équations 

Z = d -i--2X + îV = 0; 

cette section est une parabole égale à la parabole G' et qui n'est 
pas autre chose que cette parabole transportée de manière que le 
point de cette courbe vienne en un point D de la parabole G. 

La surface peut donc être considérée comme engendrée par la 
parabole G' qui se transporte de manière que le point décrive 
la parabole G. 

On voit que la surface est formée d'une seule nappe limitée 
dans le sens des abscisses négatives et illimitée dans le sens des 
abscisses positives, on la désigne sous le nom de paràboloïde 
elliptique. 

Les sections par des plans parallèles au plan tangent YOZ sont 
des ellipses. 

i24. È"" ParaboIoîde hyperbolique. — Les coefficients cl et p 
sont de signes contraires, — 
On peut toujours suppo- 
ser a >0, p<0,n<0. 

Posons 



réquation de la surface 
deviendra 

Y« Z« 

--^ — 2X = 0. 

P 9 

Les sections de la sur-' 
face par les plans coor- 




Fig. 33. 
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donnés ont respectivement pour équations 

X = i,-.^ =0, 
P « 

Y = tL-|-2X = 0, 

Z = i^— 2X = 0. 
P 

La première section se compose de deux droites passant par 
Torigine ; le plan YOZ touche donc la surface en ce point. 

Les deux autres sections sont des paraboles G, G' ayant OX 
pour diamètre commun, respectivement tangentes aux axes OZ, 
OY et s' étendant à l'infini la première dans le sens des abscisses 
négatives, la seconde dans le sens des abscisses positives. 

La section de la surface par un plan parallèle au plan XOY a 
pour équations 

Y« cP 

Z = d ±^ — ^X — ^ = 0; 

P « 

cette section est une parabole égale à la parabole G' et qui n*est 
pas autre chose que cette parabole transportée de manière que le 
point de cette courbe vienne en un point D de la parabole G, 

La surface peut donc être considérée comme engendrée par la 
parabole G' qui se transporte de manière que le point décrive 
la pai*abole 6. 

On voit que la surface est formée d'une seule nappe illimitée 
dans le sens des abscisses positives et dans celui des abscisses 
négatives ; on la désigne sous le nom de paraboloïde hyperbolique. 

Les sections par des plans parallèles au plan tangent YOZ sont 
des hyperboles dont deux diamètres conjugués sont parallèles l'un 
à OY, l'autre à OZ. Quand le plan sécant rencontre la parabole G', 
les extrémités du diamètre réel sont sur cette parabole ; quand il 
rencontre la parabole G, les extrémités du diamètre réel sont sur 
cette parabole. 

Troisième classe. 

125. L'équation des quadriquesde la troisième classe peut être 
ramenée à la forme 
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Quand h n'est pas nul^ cette équation représente un cylindre 
ayant pour directrice une ellipse réelle ou imaginaire^ ou une hy- 
perbole. 

Quand h est nul, l'équation représente deux plans sécants réels 
ou imaginaires conjugués dont Tinterseclion est une droite réelle. 

Remarque. — Il résulte de là que, pour que l'équation du second 
degré à trois variables représente deux plans sécants réels ou 
imaginaires, il faut et il suffit que A soit nul, tous les mineurs du 
premier ordre ne l'étant pas, et qu'en outre H soit nul ainsi que 
tous ses mineurs du premier ordre. 

Quatrième classe. 

126. L'équation des quadriques delà quatrième classe peut être 
ramenée à la forme 

elle représente un cylindre parabolique. 

Cinquième classe. 

L'équation des quadriques de la cinquième classe peut être ra- 
menée à la forme 

elle représente deux plans parallèles réels ou imaginaires si h n'est 
pas nul, et deux plans confondus si h est nul. 

Dans ce dernier cas la fonction f est un carré parfait, donc H 
est nul ainsi que tous ses mineurs jusqu'à ceux du second ordre 
inclusivement. 

127. La méthode suivie pour diviser les quadriques en classes 
et subdiviser les classes en genres, donne un moyen facile pour 
déterminer la nature d'une quadrique représentée par une équa- 
tion donnée. 

Il suffira pour cela de ramener, par les transformations indi- 
quées précédemment, l'équation de la surface aux formes I, II, 
m, IV, V. 
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Gomme la nature de la surface de chaque classe ne dépend que 
des signes des coefficients a, p, y, A, il sera inutile, dans les appli- 
cations, de mettre en évidence les coordonnées X, Y, Z. 



Discussion de quelques équations numériques 

du second degré. 

Exemple I. — Soit Téquation 

x^-{-2y^-\-2z^-\-2xy—2x — iy — iz-^l = 0. 

On peut donner successivement à cette équation les formes sui- 
vantes : 

{x + y^i)^ + 2y^ + 2z^-^Ay-Az + \-{y-i)^ = 
I''*+y* + 2sa — 2y — 42 + X — 1 = 

P*-f(t/ — 1)2 + 22« — 42 + X — 2 = 

■ P« + Q* + 2(2 — 1)« + X — 4 = 0. 

L'équation peut donc être ramenée à la forme 

pa-|.Q8 + Rï + X-4 = 0. 
Donc 



X<4 


Ellipsoïde. 


X — 4 


Un point. 


X>4 


Ellipsoïde imaginaire 



Exemple IL — Soit l'équation 

x^ + y^-}-2z^ + Ayz — 2zX'-2xy + 2y + X = 0. 

On peut la ramener à la forme 

pa-|-Qa-.R«^X4-l = 
en posant 

P = x — y — z Q = y-\^z R = j/ — 1. 
Donc 

X < — 1 Hyperboloïde à une nappe, 

X = — 1 Cône. 

X > — 1 Hyperboloïde à deux nappes. 
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Example III. — Soit l'équation 

x^ + Sy^ + 2%* + Ay% + 2xy — 3x — iy — 9z = 0. 

On peut donner successivement à cette équation les formes sui- 
vantes : 

P« + 2y« + 22« + 4y2 — y — 8« — 7 = 

4 

4Û 

L'équation peut donc être ramenée à la forme 

P« + Q» + R=0; 
elle représente un paraboloïde elliptique. 
Exemple IV. ^ Soit Téquation 

x«+j«+22«+2ya;+22x+2a;y— 2rc— 2î/+2a+X=0. 

On peut la ramener à la forme 

P* + QHX-5 = 0, 

en posant 

P = a; + y + 2 — 1 Q = 2 + 2. 

Donc 

X < 5 Cylindre elliptique . 

X = b Deux plans imaginaires conjugués. 

X > 5 Cylindre elliptique imaginaire . 

Exemple V. — Soit Féquation 

^* + »' + 2* — 2y2 — 22x + 2j;î/ + 4a; — 22-f 2 = 0. 
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On la ramène immédiatement à la forme 

elle représente un cylindre parabolique. 
Exemple VI. — Soit Féquation 

a;«+y*4-9a« — 6^2-1-6x2 — 2xy— a; + y — 32 + X=0 
On la ramène immédiatement à la forme 

Donc 

1 
X <- Deux plans parallèles réels. 

1 
X = - Deux plans confondus . 

4 
1 

X > y Deux plam parallèles imaginaires 

4 

Exemple VII. — Soit l'équation 

2y;5 + 4x2 — 2xy— 2x — 1=0. 

On peut donner successivement à cette équation les formes sui 
vantes : 

2(2--x)(î/ + 2x)— 2a; — l + 4aj* = 

2(;5-x)(>4-2x)+^(4x-l)*^| = 0, 
L'équation peut donc être ramenée à la forme 



PQ + R»-^ = 0, 



c'est-à-dire à la forme 



Elle représente un hyperboloïde à une nappe. 

128. Remarque . — Lorsque, par les transformations que nous 
avons fait connaître, on a donné à l'équation du second degré 
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Tune des formes du groupe G, on est certain que les plans P, Q, R 
forment un véritable trièdre : on peut alors prendre ces plans pour 
plans coordonnés. 

Il n'en est plus de même quand on donne a priori l'équation de 
la surface sous Tune des formes du groupe G. 

Dans ce cas il faudra toujours commencer par examiner si les 
trois plans P, Q, R forment un véritable trièdre. S*il en est ainsi» 
tout ce qui a été dit précédemment reste vrai. 

Si les trois plans P,'Q, R ne forment pas un véritable trièdre, 
on aura entre les fonctions P, Q, R une relation de la forme 

aP + frQ4-cRfd = 0. 

L'une d'entre elles est donc une fonction linéaire des deux 
autres et l'équation de la surface deviendra 

r(p,Q)=o, 

Cette surface est donc un cylindre ; l'étude de la section par un 
des plans de coordonnées fera connaître la nature du cylindre . 

Exemple . -- Soit l'équation 

(x + y-2)« + (a: + y + 2«-l)(2j: + 2y + ») = 0. 
Elle est de la forme 

P« + QR=rO, 

et elle représentera un cône si les trois plans P, Q, R forment un 
véritable trièdre. 

Ces trois plans ont pour équations 

P = x + y — 2 = 

Q = a: + y + 22 — 1 = 

R = 2x + 2y + a = 

et Ton voit facilement qu'ils ne se coupent pas ; la surface consi- 
dérée est donc un cylindre. 
La section par le plan y 02 a pour équation 

3y« + 3;5* + 3î/2 — 2y— 2 = 0. 

Cette section est une véritable ellipse et la surface est un cy- 
lindre elliptique. 
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CENTRE. — CONE ASTIPTOTE. — PLAMS DliUlÉTRAUX 

DES QUADRIQVES. . 

Centre . 

129. Définition. — On appelle centre d'une surface un point par 
rapport auquel tous les points de la surface sont symétriques deux 
à deux. 

Théorème. — Pour que rorigine des coordonnées soit centre 
d'une surface algébrique, il faut et il suffit que, dans son équation 
mise sous forme entière, tou^ les termes soient de même parité. 

En groupant ensemble les termes de même degré, réquation 
de la surface prendra la forme suivante : 

P«,(x, y, z) + cp»,-i(x, y, 2) + . . . + ?o(^, y, 2) = 0. 

Une droite passant par l'origine est représentée par les équa- 
tions 

x_y_2 

dans lesquelles a, p, y sont les coordonnées d'un point déterminé D 
de la droite, x^yeiz celles d*un point variable M de cette droite ; 

quant à la quantité p, elle est égale au rapport -jr pris positive- 
ment si les deux directions oM, oD sont de même sens, et néga- 
tivement dans le cas contraire. 

Les valeurs de p qui correspondent aux points où la sécante 
rencontre la surface sont données par l'équation 

?"•?»(«, p, Y) + p"*-^T»i-i(a,p,Y)+--- +?o(*'P» y) = 0- 
On démontrera comme en géométrie plane (G. P. 115) qne, pour 
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que l'origine soit centre, il. faut et il suffit que Ton ait, quels que 
soient a,p et y, 

l'équation de la surface ne peut donc contenir que des termes des 
degrés m, 7n — 2, m — 4. . . 

Recherche du centre. — Pour trouver le centre d'une surface 
on transportera l'origine en un point indéterminé Â(a;o, J^o, Zq)^ et 
l'on cherchera s'il est possible, en profitant de Tindétermination 
des coordonnées Xo, yoy Zq^ de faire disparaître tous les termes de 
degré pair si la surface est d'ordre impair, et tous les termes de 
degré impair si cette surface est d'ordre pair. 

Application aux quadriques. — En transportant l'origine des 
coordonnées au point A {xoj yo, Zq) , l'équation générale f{x, y,z)=0 
des quadriques devient 

?(^9 y 9 Zj) représentant, suivant une convention déjà faite, l'en- 
semble des termes du second degré dans la fonction f. Pour que 
la nouvelle origine soit centre, il faut et il suflit que Ton ait à la 
fois 

(*) 4=0 f\.=^ 4=«' 

Ces trois équations sont appelées les éqtLatiom du centre. 

Règle. — On obtient Les équations du centre d'une quadrique en 
égalant à zéro les dérivées partielles du premier membre de son 
équation. 

Discussion. — Si l'on considère Xq, yo et Zq comme des coor- 
données courantes^ chacune des équations (i) représente un plan, 
et le centre est au point d'intersection de ces trois plans. 

Les équations du centre développées sont, en supprimant les 
indices, 

Ax + B'y+Bz + C =0 
(2) B'x-^A'y + Bz + G =0 

. B'x + By + A''z + G"=0. 
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Nous distinguerons plusieurs cas : 

1^ Les trois plans du centre forment un véritable trièdre. — La 
surface a alors un centre unique à distance finie. 

2*» Les trois plans du centre sont parallèles à une même droite.— 
La surface a un centre unique rejeté à l'infini. 

Remarque. — Dans ce cas» Tun des plans du centre peut être 
rejeté à l'infini. 

3* Les trois plans du centre passent par une même droite. — La 
surface a alors une ligne de centres à distance finie. 

Remarque. — Dans ce cas, V équation d'un des plans du centre 
peut se réduire à une identité. 

4*» Les trois plans du centre sont parallèles. — La surface a une 
ligne de centres rejetée à l'infini. 

Remarque. — Dans ce cas, Tun des plans du centre peut élre 
rejeté à l'infini et un autre indéterminé. 

S'* Les trois plans du centre sont confondus. — La surface a un 
plan de centres. 

Remarque. — Dans ce cas, un ou deux plans du centre peuvent 
être indéterminés. 

De la discussion précédente, il résulte que les quadriques peu- 
vent être divisées en cinq classes. 

Première classe. — Quadriques ayant un centre unique à dis- 
tance finie ; 

Deuxième classe. — Quadriques ayant un centre unique à dis^ 
tance infinie ; 

Troisième classe. — QuadriqiLes ayant une ligne de centres à 
distance finie ; 

Quatrième classe. ~ Quadriques ayant une ligne de centres à 
distance infinie; 

Cinquième classe. — Quadriques ayant un plan de centres. 

Nous allons démontrer que cette classification est au fond iden- 
tique avec celle que nous avons donnée au paragraphe 115. 

Montrons, par exemple, que, dans les deux classifications, la 
première classe comprend les mêmes quadriques. 
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Dans la première classification les quadriques de la première 
classe sont représentées par Féquation 

et Ton voit immédiatement que toutes les surfaces de cette classe 
ont un centre unique à distance finie. Ces surfaces appartiennent 
donc à la première classe, dans la deuxième classification. 

Réciproquement, toutes les quadriques de la première classe 
{deuxième classification) appartiennent à la première classe {pre- 
mière classification). 

En effet, s'il en était autrement leur équation pourrait être ra- 
menée à Tune des formes suivantes : 

aX« + 2Y=0 aX« + A = 

et la surface considérée n'aurait pas un centre unique à distance 
finie. 

Le même raisonnement s'applique à la comparaison des qua- 
driques des autres classes, dans les deux classifications. 

Ces classifications sont donc identiques. 



Équation des quadriques de la première classe 

rapportées au centre. 

130. Quand on prend pour origine le centre des quadriques de 
la première classe^ leur équation se simplifie et devient 

Calcul de D|. — On a 

^> Vot 2o désignant les coordonnées du centre, coordonnées 
qui satisfont aux équations (1). Si l'on rend homogène la fonc- 
tion /"(x, y, z), le théorème d'Euler donne Tidentité 
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Lorsque, dans cette identité, on fait to = l» ^^s coefficients 
de Xoy de j^o 6t de Zo s'annulent d*après les équations (i) ; quant 
au terme /"(xo, yo, Zo, to), il devient égal à D^. 

En résumé, pour avoir D^, il faudra éliminer Xq, yo et Zq entre 
les équations 

V =0 V =0 If =0 If' — D,=0, 

où l'on aura posé to=^i, c'est-à-dire entre les équations 

A a^ + B'yo + B'ao + C =0 

B'x,-\-By, + A''z, + C' = 

C Xo + C'yo + C'«o + D — D, = 0. 

On obtient ainsi la relation 

H 

131. Nous terminerons Tétude du centre par quelques re- 
marques, souvent utiles, sur les quadriques n*ayant pas un centre 
unique à distance finie. 

Théorème I. — Qmnd V équation du second degré représente un 
cylindre parabolique, les termes du second degré forment un carré 
parfait. 

En effet, on a alors identiquement (116) 

/'(x,»,2) = aP» + Q, 

P et Q étant des fonctions linéaires des variables x, y, z. 

Théorème II. — Qmnd réquation du second degré représente 
deux plans paralUles, Vensemble des termes du second degré est, à 
un facteur constant près, le carré de Vensemble des termes du pre- 
mier degré. 

En effet on a alors identiquement (116) 

f(x,y,z)^oiP^ + h = tx.[ax + by-^cz + d)^-\-h, 
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OU bien 

f{x,y,z) = oi{ax^-hy + cz)^ + 2d^{ax + by + cz)+g. 

Cône des directions asjrmptotiques. — Cône asymptote. 

132. Points à Tinfini. — Lorsqu'on coupe une surface algé- 
brique d'ordre m par une droite quelconque, Téquation aux abs- 
cisses des points d*intersection est du degré m ; il peut arriver 
que, pour certaines positions de la sécante, cette équation s'abaisse 
au degré m — p. Dans ce cas, la droite ne rencontre plus en réa- 
lité la surface qu'en m — p points, mais on convient de dire qu'elle 
la rencontre en m points dont p se sont éloignés à l'infini. 

Définition. — Qmnd toute droite parallèle à une direction D 
rencontre une surface en des points dont Vun est rejeté à Vinfini^ 
on dit que la direction D est une direction asymptotique. 

Le cône qui a pour génératrices les parallèles, menées par un 
point de V espace, à toutes les directions asymptotiques est appelé le 
cône des directions asymptotiques de la surface. 

Théorème. — On obtient Véquation du cône des directions asymp- 
totiques Sune surface algébrique en égalant à zéro Vetisemble des 
termes du degré le plus élevé dans son équation mise sous forme 
entière. 

Groupons ensemble les termes du même degré, l'équation de 
la surface prendra la forme 

^mix,y,z)-\-<fm-i{x, y, 2) + . . .=0. 

Soient a, p, y les coefQcients de direction d'une droite D ; une 
parallèle à cette droite aura pour équations 

^— ^_y — yo_a — 2o_ 
z — — — û — — — p* 

a p Y 

Les valeurs de p qui correspondent aux points où cette parallèle 
rencontre la surface sont données par l'équation 

P*?«(*i P»r) + Ap'»-«+. . .=0; 
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l'un des points de rencontre sera rejeté à l'infini si Ton a 

?«(«, S, y) = 0. 

On aura l'équation du cône des directions asymptotiques, le 
sommet étant à l'origine, en éliminant a, p, y entre la relation 
précédente et les équations 

de la direction D. 
L'équation de ce cône est donc 

^m{x,y,z)=0. 

En appliquant le théorème précédent aux quadriques et pre- 
nant les équations de ces surfaces sous les formes réduites trou- 
vées au paragraphe 116, on vérifie immédiatement les propriétés 
indiquées dans le tableau suivant : 



Le cône des direc- 
tions asympto- 
tiques est 



Réduit A nn point 
Réel. 

Réduit à une) 
droite. 

Formé de deux 
plans sécants.j 

I 

Formé d'un plan j 
double. 



I 



1 



Ellipsoïde. 

Hyperbololde. 

Parabololde ou 
un cylindre el- 
liptiques. 

Si la surface ' paraboloïde ou 
est un ) un cylindre hy- 
' perboliques. 

Cylindre para- 
bolique on for- 
mée de deux 
plans paral- 
lèles. 



Cône asymptote. 

133. Définition. — On appelle cône asymptote d'un hyperbohnde 
le cône lieu des droites menées par le centre parallèlement aux di- 
rections asymptotiques. 
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L'hyperboloïde étant rapporté a son centre a pour équation 

XJ 

l'équation du cône asymptote est donc alors 

(p(x, y, 3) = 0. 

On voit que chaque génératrice de ce cône rencontre la surface 
en deux points rejetés à l'infini; par suite, on peut regarder le 
cône asymptote de l'hyperboloïde comme le lieu des droites pas- 
sant par son centre et rencontrant la surface en deux points rqetés 
à Vinfini. 

Théorème. ^ Le cône asymptote est Venveloppe des plans tan- 
gents à Vhyperboloide dont le point de contac t est rejeté à Vinfiyii. 

Rapportons encore l'hyperboloïde à son centre, et soient 

* ê ï 
t t t 

les coordonnées d'un point M de sa surface. L'équation du plan 
tangent en ce point sera 

/ , H 

et l'on aura en outre la relation 

(4) ç(a,p,Y)+|f* = 0. 

Si Ton fait tendre t vers zéro, le point M s'éloignera à l'infini, 
sur la surface de l'hyperboloïde, dans la direction G définie pai' 
les équations 

a p Y 

D'un autre côté, les équations (3) et (4) deviennent 

n 10 
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elles montrent que le plan tangent à l'hyperboloîde, dont le point 
de contact s'éloigne à Tinfini, a pour position limite un plan tan- 
gent au cône asymptote en tous les points de la droite G. 

Remarqne. — Ces plans tangents limites sont aussi appelés 
les plans asymptotes de l'hyperboloïde. 

Problème. — Un hyperbolotde étant rapporté à des axes quel* 
conquest trouver l'équation du cône asymptote. 

Soit 

f(Xyy,z) = 

réquation de Thyperboloïde, les axes de coordonnées étant quel- 
conques. 

Si Ton transporte Torigine au centre de la surface, son équa- 
tion deviendra 

(p(a;,», 2) + - = 0. 

Dans le nouveau système d'axes, le cône asymptote a pour 
équation 

9(«, y, z)==0 
ou bien 



(»+?)-"z=«- 



II 

Maintenant, quand on revient aux axes primitifs,la fonction 7 4~ T 

se change en f; donc dans le système d'axes primitifs l'équation 

du cône asymptote est 

II 



PLANS DIAMETRAUX. 

134. Définition. — On appelle surface diamétrale d'une surface 
donnée S le lieu des milieux des cordes de la surface S parallèles à 
une direction donnée. 

Nous allons démontrer que, dans les quadriques, les surfaces 
diamétrales sont des plans. 
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Ces surfaces diamétrales sont alors appelées plans diamétraux. 

Soient oD une droite passant par l'origine, à laquelle toutes 
les cordes doivent être parallèles^ et a, p, y ses coefficients de 
direction. Prenons dans Tespace un point quelconque P(x, y, z)j 
les coordonnées X, Y^ Z d'un point variable pris sur la corde 
passant par le point F seront données par les relations 

X — x _ Y — y _ Z~g _ 

Soit maintenani 

AX,Y,Z) = 

réquation de la quadrique» les valeurs de p qui correspondent aux 
points A et B où la corde rencontre la surface sont les racines 
de réquation 

c*est-à-dire de Téquation 

(5) pt<p(a,p,Y) + p(af;^ + pf^ + Yf;) + /-(a:,y,2) = 0. 

Nous supposerons d'abord que le coefficient ^ (a, p, y) da p> n'est 
pas nul. — L'équation (5) donne alors pour p deux valeurs finies; 
par suite, les points A et B ainsi que le milieu M de la corde AB 
sont situés à distance finie, et l'on peut faire coïncider le point 
arbitraire P avec le milieu M. Cela étant, les racines de l'équa- 
tion (5) seront égales et de signes contraires, et l'on aura la 
relation 

à laquelle doivent satisfaire les coordonnées x, y, z du point M 
milieu de la corde AB. 

Cette relation étant du premier degré, on en conclut que, dans 
les quadriques, Les surfaces diamétrales sont des plans. 

Remarque. — On vérifie facilement que l'équation des plans 
diamétraux peut être mise sous la forme suivante : 

/ I / 
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Discussion de Téquation des plans diamétraux. 
135. Reprenons l'équation générale des plans diamétraux, 

et cherchons comment ces plans sont placés dans les quadriques 
des différentes classes. 

1* La quadrique est de la premihe classe. — Dans ce cas, tous 

les plans diamétraux passent par le centre, car les coordonnées de 

/ I I 
ce point annulent a la fois f , f , f - 

Réciproquement, tout plan passant par le centre est un plan 
diamétral ; en effet, si Ton donne toutes les valeurs possibles aux 
coefficients de direction a, p, y des cordes conjuguées d'un plan 
diamétral, Téquation (6) pourra représenter un plan quelconque 
passant par le centre. 

Remarque. — Les réciproques des théorèmes qui vont suivre 
se démontrant de la même manière, il nous suffira de les énoncer. 

2"* La quadrique est de la seconde classe. — Dans ce cas, les trois 
plans du centre sont parallèles à une même droite D,et, par l'in- 
tersection de deux d'entre eux, on peut faire passer un plan paral- 
lèle au troisième ; on a donc identiquement 

et l'équation du plan diamétral devient 

(*+^r)rl. + (p + i^r)/'y+vT = o. 

Tous les plans diamétraux sont donc parallèles à une même 
droite D. 

Réciproquement, tout plan parallèle à la droite D est un plan 
diamétral. 

Remarque. — Dans le cas qui nous occupe, il peut arriver que 
Tun des plans du centre soit rejeté à l'infini ; le premier membre 
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de son équation, f par exemple, se réduit à une constante v et 
l'équation du plan diamétral prend la forme 

La propriété que nous venons de démontrer subsiste encore. 

S'* La quadrique est de la troisième classe. — Dans ce cas les 
trois plans du centre passent par une même droite, et l'on a iden- 
tiquement 

L'équation du plan diamétral devient 

(« + ^T)/"l + (P + î^Y)r,=0; 

tous les plans diamétraux passent donc par la ligne des centres. 

Réciproquement, tout plan passant par la ligne des centres est 
un plan diamétral. 

Remarque. — Dans le cas qui nous occupe, il peut arriver que 
l'un des plans du centre soit indéterminé, la propriété précédente 

subsiste encore. En effet la fonction f , par exemple, est nulle iden- 
tiquement, et l'équation du plan diamétral prend la forme 

4*» La quadrique est de la quatrième classe. — Dans ce cas, les 
trois plans du centre sont parallèles, et l'on a identiquement 

L'équation du plan diamétral devient 

(a + Xp + X'y)f;^ + |x? + |.'Y = 0; 

tous les plans diamétraux sont parallèles entre eux. 
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Réciproquement, tout plan parallèle aux trois plans du 
centre est un plan diamétral. 

Remarque. — Dans le cas qui nous occupe, il peut arriver que 
Tun des plans du centre soit indéterminé et un autre rejeté à l'in- 
fini; la propriété précédente subsiste encore. En effet la fonc- 

tion f , par exemple, étant nulle identiquement et la fonction f^ 

se réduisant à une constante (x', Téquationdu plan diamétral prend 
la forme 

b"" La quadnqu£ est de la cinquième classe. — Dans ce cas, les 
trois plans du centre sont confondus, et Ton a identiquement 

/ ; I » 

f =lf f =Vf 

'y ' X ' z ' X' 

L'équation du plan diamétral devient 

tous les plans diamétraux sont confondus. 

Remarque. — Dans le cas qui nous occupe, il peut arriver que 
deux des plans du centre soient indéterminés ; la propriété pré- 
cédente subsiste encore. En effet les fonctions f , f , par exemple, 

étant nulles identiquement, Téquation du plan diamétral se ré- 
duit à 

a/-' =0. 



Plans diamétraux singuliers. 

136. Nous allons maintenant examiner le cas où les coefficients 
de direction de la droite oD satisfont à la relation 

c'est-à-dire le cas où oD est une direction asymptotique de la 
quadrique. 
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Dans cette hypothèse, Téquation (5) a une racine infinie, et l'un 
des deux points A ou B est rejeté à Tinfini ; le milieu M de la 
corde ÂB est donc lui-même, en général, rejeté à Tinfini, et l'on 
ne peut plus, comme dans la première hypothèse, faire coïncider 
le point P avec le point M. 

Assujettissons les coordonnées du point P à satisfaire à l'é- 
quation 

c'est-à-dire à l'équation 

/ / t 

Si l'on regarde Xf y, z comme des coordonnées courantes, cette 
équation représentera un plan Q ; pour toutes les positions du 
point P dans le plan Q, le coefflcient de p, dans l'équation (5), 
sera nul et les cordes menées parallèlement à oD rencontreront 
la surface en deux points rejetés à Tinfini. 

Maintenant il est facile de démontrer que toutes ces cordes sont 
situées dans le plan Q ; pour cela, il suffira de faire voir qu'elles 
sont parallèles à ce plan, car elles ont avec lui un point com- 
mun P. 

Or on a identiquement 

mais, par hypothèse, le second membre de cette identité est nul, 
on a donc la relation 

qui exprime que la direction oD est parallèle au plan Q. 

En résumé, le plan Q est le lieu des droites parallèles à la direc- 
tion asymptotique oD et rencontrant la quadriqxie en deux points 
rqetés à IHnfini, 

Remarqne. — Le plan Q coupe la quadrique suivant une co- 
nique G; si le point P coïncide avec un point de cette conique, 
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réquation (5) devient une identité et la corde correspondante est 
située sur la surface. 

Ainsi toutes les cordes menées par un point de la conique C 
parallèlement à la direction asymptotique oD sont situées sur la 
quadrique ; cette conique se compose donc, en général, de deux 
droites réelles ou imaginaires parallèles à oD. 

Nous verrons plus loin que^ pour certaines quadriques, TuDe 
des droites et même les deux droites peuvent être rejetées à l'in- 
fini. 

Dans tous les cas, le plan Q ooupant la quadrique suivant deux 
droites dont le point' de rencontre est à l'infini, est un plan 
asymptote. 

137. Nous allons maintenant faire connaître les principales pro- 
priétés des plans diamétraux singuliers dans les différentes qua- 
driques. 

Nous remarquerons d'abord que Tellipsoïde, le paraboloïde 
elliptique et le cylindre elliptique n'ont pas, en réalité, de plans 
diamétraux singuliers, car ces surfaces n'admettent pas de cône 
asymptote. 

1* La surface est un hyperboloïde. — Les plans diamétraux sin- 
guliers étant des plans asymptotes, on en conclut le théorème 
suivant (133) : 

Théorème. — Les plans diamétraux singuliers d'un hyperboloide 
sont tangents au cône asymptote, 

2* La surface est un paraboloïde hyperbolique. — Dans ce qui va 
suivre nous représenterons par P et Q deux fonctions linéaires et 
homogènes des variables x, yyZ; et par P|, Q| les valeurs que 
prennent ces fonctions quand on y remplace x, y, % respecti- 
vement par a, p, y. 

Nous poserons donc 

F =flJ• + /^V + ^'^ Q -^a-x-\-Vy-\'C!z 

' et 

La quadrique étant un paraboloïde hyperbolique, la fonction ^ 
est une différence de deux carrés que l'on pourra mettre sous la 
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forme 2PQ. L'équation générale des plans diamétraux singuliers 
est 

et Ton a la relation 

cp(a, p, y) = 2P,Q, = 0. 

On voit que les plans diamétraux singuliers forment deux sé- 
ries ; l'équation des plans d'une série est 

PQi + Ca + C'p + C"Y = avec Pi=.0, 
et celle des plans de l'autre série est 

QPi+Ca + C'p + G"Y = avec Q4=0. 

En combinant l'équation des plans de la première série, par 
exemple, avec celle de la surface 

on obtient, pour représenter la section de la surface par ce plan, 
les deux équations du premier degré 

2Q 2Gx + 2C^y4-2G^^:s + D 
Q^- Ca + C'p + C'Y 

La section est donc formée de deux droites dont l'une est re- 
jetée à l'infini. 

Théorôme. — Les plans diamétraux singuliers d'un paraboloïde 
hyperbolique forment deux séries ; les plans de chaque séi^e sont 
parallèles entre eux et coupent la surface suivant deux droites dont 
Vune est rejetée à Vinfini. 

S"* La surface est un cylindre hyperbolique. — L'équation du 
cylindre pouvant être mise sous la forme 

PQ + A=:0, 

celle des plans diamétraux singuliers sera 

PQ, + QPi=0; 
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et l'on aura la relation 

?(a, P,T) = PiQi=0. 

Il y a donc seulement deux plans diamétraux sin^liers ayant 
respectivement pour équation 

PrzrO ou Q = 0. 

Ces plans coupent le cylindre suivant deux droites rejetées à 
Tinnni. 

Théorème. — Le cylindre hyperbolique admet deux plans dia- 
métraux singuliers y coupant chacun la surface suivant deux droites 
rejetées à Vinfini. 

i"* La surface est un cylindre parabolique. — L*équation du cy- 
lindre pouvant être mise sous la forme 

P« + 2Cx + 2C'y + 2G'3; + D=:0, 

celle des plans diamétraux singuliers sera 

et l'on aura la relation 

<p(a,p,Y) = P' = 0. 

Les plans diamétraux singuliers sont donc, en général, rejetés 
à l'infini ; ils sont indéterminés quand les coefficients de direc* 
tion a, p, Y s&tisfont en outre à la relation 

Ca + C'p + C"Y = 0, 

c'est-à-dire quand oD est parallèle aux génératrices du cylindre. 

Théorème. — Les plans diamétraux singuliers d'un cylindre 
parabolique sont rejetés à V infini ou indéterminés. 

5<> La surface se compose de deux plans parallèles. — L'équa- 
tion de la surface pouvant être mise sous la forme 

P« + A=0, 



PLANS DIAMÉTRAUX 155 

celle des plans diamétraux singuliers sera 

PPi=0; 
et Ton aura la relation 

9(a, p, y,) = Pj = 0. 

Les plans diamétraux singuliers sont donc indéterminés. 

Théorème. — Les plans diamétratix singuliers Sune qvMirique 
formée de deux flans parallèles sont indéterminés. 

138. Pour compléter l'étude des plans diamétraux singuliers, nous allons 
montrer qu'on peut les considérer, à un certain point de vue, comme des plans 
diamétraux. 

Afin de faciliter la démonstration, nous prendrons le plan diamétral singu- 
lier Q comme plan des xoyy l'axe des x étant parallèle à la direction asymp- 
totique correspondante . 

Reprenons l'équation générale des quadriques 

Aa;* + A'y« + A"z' + SByz + 2B'sa; + 2B"xy 
+ 2Ga;4-2C'y + 2G"a+-D = 0. 

L'axe des x coupant la surface en deux points rojetés à l'iuflni, on a 

A = G = 0. 

Maintenant la section de la surface par le plan xoy^ qui a pour équations 

z = A' y* + ^B"xy + 2G'j/ + D = 0, 

doit représenter deux droites parallèles à ox, les deux droites ou une seule 
d'entre elles pouvant d'ailleurs être rejetées à Tinfini ; par suite B" doit être 
nul et l'équation de la quadrique devient 

/•= A' y* + A"z* -i-^Byz + %B'zx + 2C'y + 2C"z + D = 0. 

Gela posé par un point P(â;, y, o) du plan xoy menons une corde parallèle 
a une direction oD faisant avec ox un angle a>, les coordonnées d'un point 
quelconque de cette corde seront données par les relations 

Les valeurs de p qui correspondent aux points A et B où la corde rencontre 
la surface sont les racines de l'équation 
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car on a ici 

Quant aux coordonnées X, Y, Z du milieu M de la corde AB elles sont 
fournies par les équations ' 

(7) X-x ^ Y-y ^Z^ ?r'y+yf'x 

Si Ton fait tendre w vers zéro, la corde devient parallèle à ox; par suite ^ 
et 7 tendent vers zéro. 
Assujettissons § et y à satisfaire à la relation 

alors, si l'on fait tendre y vers zéro, les équations (7) montrent que X, Y, Z 
ont respectivement pour limites 



m 



/,+/; 



\ = x 1^^ y = y Z = 0; 

comme m est quelconque, on voit que le point M a pour limite tel point que 
l'on voudra de la parallèle menée k ox par le point P. 

Il résulte de là que chaque point du plan xoy peut être regardé comme le 
milieu d*une corde parallèle hox et située dans ce plan ; ce plan peut donc 
être considéré comme un plan diamétral. 



CHAPITRE III 



ÉQUATION EN S. - PLANS PRINCIPAUX. 



Ëtude algébrique de réquation en S. 

139. La recherche des plans principaux d'une quadrique conduit 
à considérer l'équation du troisième degré 



(1) A(S) = 



A — S B" B' 

B" A' — S B 
B' B A' — S 



0; 



nous commencerons par étudier cette équation que Ton appelle 
Véquation en S. 

Cette étude a été faite par plusieurs géomètres ; nous allons 
exposer successivement les méthodes de Cauchy et de Jacobi qui 
permettent de montrer que l'équation en S a ses racines réelles 
et de séparer les.racines (1). 

Nous modifierons les analyses de ces deux géomètres, ce qui 
nous permettra d'en présenter les résultats par des considéra- 
tions ayant entre elles une assez grande analogie. 

Représentons par a, a', af les mineurs principaux du détermi- 
nant A(S) et part, V, b' ses mineurs secondaires, ce qui revient 
à poser 

a=(A' -S)(A" — S)-Ba b ==B'B"~B (A —S) 
a' = (A" — S)(A — S) — B'« t'=B"B —B' (A'— S) 

a'=;(A — S)(A' -S)-B''« b" =B B' — B^CA*' — S) 



(1) Cauchy, Exercices de Mathématiques^ t. III, p. 1 ; t. IV, p. 140. 
Jacobi, Journal de CreJlCy t. XII. — JacobPs Gesammelte Wcrke^ Bd. III, 
p. 190. 



' I 
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Nous aurons les identités suivantes, qui sont faciles à véri- 
fier: 

(A -.S)A(S)=:fl'a" — i>« B à{S) = b'b"—ba 

(2) (A' — S)A(S) = a''a — fc'« (8) B' à(S) = b"b —b' a' 
(A" — S)ii(S) = a a' ---M B"A(S) = fc V —b"a". 

La considération des identités (2) nous conduira à la. méthode 
de Cauchy, et celle des identités (3) à la méthode de Jacobi. 

Méthode de Cauchy. 

140. Nous distinguerons quatre cas. 

Premier cas. BB'B*^0. — Considérons l'équation a=0, 
c'estrà-dire Téquation 

(A' — S)(A' — S) — B« = 0. 

Si, dans la fonction a, on remplace successivement S par — c», 
A', A' et +00 , en supposant, pour fixer les idées, A" moindre 
que A', les résultats auront les signes indiqués dans le tableau 
suivant : 

S j— 00 A' A' +00 

a i + — B« — B« +. 

On voit que Téquation a==0 a deux racines réelles, inégales et 
différentes des quantités A" et A'. L'une des racines S| est com- 
prise entre — oo et A", l'autre s^ entre A' et + oo . 

Supposons d'abord qu'aucune des racines S|, ^ n'annule b', ce 

B"B 

qui revient à dire qu'aucune d'elles n'est égale à A' =57- • 

Si, dans la seconde des identités (2), on remplace S successi- 
vement par S| et par s,, le second membre se réduira à la quan- 
tité — fr > qui n'est pas nulle. Il résulte de là que les produits 
(A' — S|)A(5|), (A'— «2)A(s,) sont négatifs; mais le facteur 
A' — S| est positif, et le facteur A' — s^ est négatif, donc on aura 

A(s,)<0 A(s,)>0. 
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Gela posé, dans la fonction A ( S ), remplaçons successivement S 
par — 00, S|, «2, -\-00f les résultats auront les signes indiqués 
dans le tableau suivant : 

A(S) i + - + -. 

On voit que l'équation A(S) = a trois racines réelles S|, S,, 
S3 et nécessairement inégales. 

Supposons maintenant que s^ annule b', la seconde des iden- 
tités (2) montre que A(5|) est nul. 

L'équation A(S) = admet donc la racine s^ et comme elle a 
encore une racine S3 comprise entre s^ et -}- ^ » s^s ^i^îs racines 
sont réelles. 

Remarque. — Quand S| annule b'^ cette quantité annule aussi b" ; 
cela résulte de la troisième des identités (2). On a donc 

B'B BB' 

• — A' — —— — A" - 

Maintenant en formant la dérivée de A (S), on trouve 

A'(S) = -(a + a' + a'); 
d'où Ton déduit facilement 

Cette relation montre que, si b(8^) n'est pas nul, les trois ra- 
cines S|, S,, S3 sont distinctes. 
Dans le cas contraire, c'est-à-dire quand on a 

B'B"_ B"B_ BB' 

A B"""^'""!^"^"^ B^' 

la valeur commune de ces trois rapports est une racine double. 

Deuxième cas. B" = 0, BB' ^ 0. — L'équation en S devient 

(A — S)(A'-.S)(A" — S) — B»(A — S) — b'«(A' — S) = 0. 
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Si Ton suppose d'abord A<A', on pourra former le tableau 
suivant .- 

S (— C30 A A' +00 

A(S) i + - + -. 

Il montre que Téquation A(S) = a ses trois racines réelles et 
inégales. 

Supposons maintenant A = A' ; Téquation A (S) = se décom- 
pose en deux 

A — S = (A — S)(A" — S) — B«-.b'« = 0. 

La première donne S = A, et l'on montrera, comme on l'a fait 
précédemment pour l'équation a = o, que la seconde équation a 
ses deux racines réelles, distinctes et qu'elles diffèrent de A. 
L'équation A(S) = a donc ses trois racines réelles et distinctes. 

Ainsi, quand un seul des coefficients B, B', B" est nul,Véquation 
A( S) =0 a 5^5 trois racines réelles et i^ales. 



Troisième cas. B' = B" = 0,B^O. — L'équation ii(S)=:0 

devient 

(A — S)[(A' — S)(A'' — S)-B«] = 0; 

elle admet la racine A et les deux racines distinctes de l'équation 

a=(A' — S)(A" — S) — B« = 0. 

Cette équation a donc encore ses trois racines réelles et géné- 
ralement distinctes. 

Pour que l'équation ait une racine double, il faut que A annule 
a, ou que l'on ait 

(A' — A)(A" — A) — B« = 0. 

Quatrième cas. B = B' = B" = 0. — L'équation A(S)=0 
devient 

(A — S)(A' — S)(A" — S) = 0. 

Quand les coefficients A, A', A" sont inégaux, les trois racines 
de cette équation sont réelles et inégales ; quand deux de ces 
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coefficients sont égaux, l'équation a une racine double ; enfin ses 
trois racines sont égales, quand les trois coefficients A, A', A" 
sont égaux. 

En résumé y V équation A(S) = a ses trois raci réelles et 
généralement distinctes. 
Elle a une racine double quand on a 

BB'B">0 A-Ç^-A'-?^-A"-?^ 

ou bien quand on a 

B' = B" = (A' — AJCA" — A) — B« = 0. 
Elle a une racine triple quand on a 

B = B' = B" = A = A' = A". 



Méthode de Jacobi. 

141. On a encore à distinguer quatre cas ; nous examinerons 

seulementrhypothèseBB'B"^0, les trois autres cas se traitant 

comme dans la méthode de Cauchy. 
Nous nous servirons ici des identités (3). 
Désignons par X, X', X" les racines des équations 

b = V = *" = 0, 

c'est-à-dire posons 

A A g— A A — - A A ^TT» 

nous aurons 

6 = B(S — X) b' = B'{S — 'k') ft" = B"(S — VI). • 

Remplaçons S par X dans la première des identités (3), par X' 
n H 
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dans la deuxième et par X" dans la troisième; il en résultera 

1(X)=:?|-(X-V)(X-X") 
A(V) = ^(V-X')(V-X) 
A(X')= g;r (X"-X)(X"-X'). 

Supposons d'abord les ti'ois quantités X, X', X" inégales et soit 

X<X'<X". 

Deux cas peuvent se présenter. 

1« BB'B">0. — Dans la fonction 1(S) remplaçons successi- 
vement S par — 00 , Xy X', X", -|-oo , les résultats de ces substitu- 
tions auront les signes indiqués dans le tableau suivant : 

• S (—00 X X' X" +x 

A(S) î + + - + 

Il montre que l'équation A (S) = a ses trois racines réelles^ 
inégales et séparées par la suite 

X X' X" +». 

2* BB'B" <0. — Le tableau précédent est alors remplacé par 
le suivant : 

S J— 00 X X' X" -|-oo 

A(S) I + - + _ _ • 

Il montre que Téquation A(S) = a ses trois racines réelles, 
inégales et séparées par là suite 

— 00 X X' x^ 

Supposons maintenant que deux des trois quantités X, X', X' 
soient. égales ; soit, par exemple, X' :=X''. 

L'équation A(S) = admettra la racine S = X' et une autre 
racine réelle ; ses trois racines sont donc réelles. 
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Maintenant on a 



B«4-B « B ' 

A'(V)= gV^, fc(V)^g^,(B^-fB^)(V-X); 

A'(X') n'étant pas nul« les trois racines sont distinctes. 

Supposons enfin X = X' = X'^ ; l'équation A(S) = admettra la 
racine S = X qui annule aussi A' (S) sans annuler à!' (S); donc 
elle a une racine double égale à la valeur commune des trois 
rapports 

B'B"_ B"B_ , BB' 

142. L'étude complète des méthodes de Gauchy et de Jacobi 
nous a fait connaître les conditions nécessaires el suffisantes pour 
que l'équation en S ait des racines multiples ; nous allons traiter 
directement cette question et démontrer les deux théorèmes sui- 
vants : 

Théorème I. — Pour qu*un nombre tr soit racine double de 
réquation en S, il faut et il suffit que ce nombre annule tous les mi- 
neurs du premier ordre du détetminant A (S), sans annuler tous 
seséUments. 

i"" Ces conditions sont nécessaires. — En effets v étant supposé 
racine double annule d'abord A(S) et, par suite, d'après les iden 
tités (2), satisfait aux équations 

a'fl" = 6« a"a = b^ aa' = b"^. 

On conclut de là que, pour S = (r, les trois mineurs princi- 
paux a, a\ a" sont nuls ou de même signe. 
Maintenant 9 doit annuler aussi la dérivée A' (S), c'est-à-dire 

la somme 

a^a' + a" \ 

donc les trois mineurs principaux sont nuls, pourS=<r, et par 
suite aussi les trois mineurs secondaires b, b\ b". 

Je dis maintenant que le nombre a n'annule pas tous les élé- 
ments du déterminant A (S); car, s'il en était ainsi, la dérivée 
seconde 

A"(S) = 2(A-S + A' — S-fA" — S) 

s'annulerait et n serait racine triple. 
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"i"" Les conditioîis sont suffisantes. — Eq effet, tous les mineurs 
du premier ordre étant nuls pour S = a» on a à la fois 

A(<j)=0 A'(a) = 0. 

D'un auli'e côté, des égalités 

(A' — <i)(A''-<i) = B2 (A"— (t)(A — (t) = b'2 (A — (t)(A' — a) = B'=, 

il résulte que les quantités À — 9, A' — a. A" — a sont nulles ou 
de même signe. Elles ne sont pas toutes nulles, car, s'il en était 
ainsi, on aurait B = B' = B" = 0, et tous les éléments du déler« 
minant A(S) seraient nuls, ce qui est contre Thypothèse ; on a 

donc A"(a) ^(V et «x est seulement racine double. 

Développement des conditions précédentes. ^ On doit avoir, à la 
fois, 

(4) a = a' = a" = 

(5) b = b'=:0 &"=0. 

Nous distinguerons quatre cas. 

Premier cas. BB'B"^0. — Des équations (5) on tire 



b_A g -A — A — 



Il > 



comme ces valeurs de S satisfont aux équations (4), les conditions 

nécessaires et suffisantes pour que Téquation en S ait une racine 

double sont 

B'B" B"B_ , BB' 

A B--A -^gr— A - gT, • 

Deoziôme cas. B" = 0, BB'^ 0. — La fonction *" se ré- 
duisant à BB' n*est pas nulle ; donc Féquation en S ne peut pas 
alors avoir de racines multiples. 



Troisième cas. B' = B " = 0, B ^ 0. — Les équations b' = 0, 
b" = sont satisfaites d'elles-mêmes, et l'équation b =0 
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donne S== A; en portant cette valeur dans les équations (4), on 
trouve la relation de condition 

(A'-A)(A" — A) — B« = 0. 

Quatrième cas. B = B' = B"=0. ^ Les équations (5) sont 
satisfaites identiquement; quant aux équations (4), elles exigent 
que deux des coefficients A, A', A" soient égaux. 

Théorème II. — Pour qu^un nombre a soit racine triple de 
V équation en S, il faut et il suffit que ce nombre annule tous les 
éléments du déterminant A (S ) . 

l"" Ces conditions sont nécessaires. — En effet, d*après le théo- 
rème I, (T doit annuler a, a\a"f et par suite satisfaire aux égalités 

(A'— a) (A" — (,) = B« (A* — <r) (A — <t)=:B'* ( A — (t)(A' — t) = b'v 

On voit que les trois quantités A — c, A' — a, A" — 9 sont 
nulles ou de même signe; elles sont nécessairement nulles, car on 
doit avoir 

A"(a) = 2(A-.<r + A' — <r + A" — <r) = 0. 

Les quantités A — a, A' — <r, A" — a étant nulles, il en est de 
même de B, B', B". 

2!^ Ces conditions sont suffisantes. — En effet, quand elles sont 
remplies, on à à la fois, 

A(<t) = A'((r) = A"(a)==0. 

Corollaire. -— L'équation en S ne peut pas avoir trois racines 
nulles. — En effet on aurait alors à la fois 

A = A' = A" = B = B' = B" = 0, 

et l'équation de la surface ne serait plus du second degré. 

Remarque. — Cette propriété peut être établie directement. 
L'équation en S développée est 

S3 — MS« + PS — A = 
en posant 

A + A' + A" = M 

A' A" — B« + A' A — b'« + AA' — b"» = P. 
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Pour que cette équation admette trois racines nulles, il faut el 
il suffit que l'on ait 

M = P=:0 A = 0. 

Si du carré du premier membre de la première égalité on re- 
tranche le double du premier membre de la seconde, on obtient la 
relation 



// I n 



On devrait donc avoir 

A = A' = A" = B = B' = B"=0. 

PLANS PlUNCIPAUX. 

143. Définition. ^ On appelle plan principal d'une quadrique un 
plan diamétral peiyendiculaire aux cordes qu'il divise en deux par- 
ties égales. 

Ces cordes sont dites principales. 

Dans ce qui suit nous supposerons les axes de coordonnées 
rectangulaires. 

Soient a, p, y les cosinus directeurs d*une direction oD, les 
équations de cette direction et celle du plan diamétral correspon- 
dant seront respectivement 

CL p y 

et 

f I t 

(6) x^ + y|-f-»^ + C« + C'p + C"Y = 0. 

Le plan diamétral sera principal s*il est perpendiculaire à la 
direction oD, c'est-à-dire si l'on a 

Désignons par S la valeur commune des trois rapports précé- 
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dents, le problème sera ramené à la résolution des équations 
suivantes : 

(7) î^;_s«=o Jî;-sp=o l^;-Sr=o 

(8) cc» + f» + ^i = l 

où les inconnues sont S, a, p, y. 
Les équations (7) développées deviennent 



r«> 



A— S 


B' B' 


B» 


A' — S B 


B' 


B A' — S 



(A-S)a + B"p + B'Y = 

(T) B"a + (A'-S)?-fBY = 

B'a + B? + (A" — S)y = 0. 

Ces équations linéaires et homogènes par rapport à a, p, 7 
doivent être vérifiées par des valeurs de ces inconnues dont Tune 
au moins n'est pas nulle, car la somme de leurs carrés est égale 
à Tunilé ; le déterminant formé par les coefficients' de ces incon- 
nues doit donc être nul, et l'on a pour déterminer Tinconnue 
auxiliaire S l'équation 



= 



L'équation précédente n*estpasautrechosequeréquationA(S)=.0 
étudiée au commencement de ce chapitre. 

Il nous reste maintenant à faire l'étude du plan principal et de 
la direction principale en tenant compte de la nature des racines 
de l'équation en S. 

Remarquons auparavant qu'en vertu des relations (7) l'équa- 
tion (6) du plan principal prend la forme 

(9) S(ax + py+r;5)-rCa + C'p^C^y = 0. 



Étude du plan principal et de la direction principale. 

144. Théorème I. — A une racine simple de Véquation en S 
correspondent une direction principale déterminée et un seul plan 
principal. 
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En effet, cette racine simple n'annulant pas tous les mineurs du 
premier ordre du déterminant À(3), les équations (7') se rédui- 
sent à detix distinctes et donnent des valeurs uniques et détermi- 
nées pour les rapports de deux des quantités a, p, y à la troisième. 

Â cette racine simple correspondent donc une seule direction 
principale et un seul plan principal. 

Théorème II. — A une racine dottble de réquation en S corres- 
pondent une infinité de directions principales parallèles à un mime 
plan et une infinité de plans jnHncipaux passant par une mime 
droite. 

En effet, cette racine double annulant tous les mineurs du pre- 
mier ordre du déterminant A (S), les équations (7') se réduisent 
à une. 

Si Ton suppose d'abord que BB'B" n'est pas nul, la racine 
double a pour valeur 



B^B" _ B"B _ BB' 

B "" B' "" B' 



S = A — =-r^=A' ^ = A"^^^, 



et les équations (7') se réduisent à l'équation unique 

B^B'^B" ' 

à la racine double correspond donc une infinité de directions prin 
cipales parallèles au plan qui a pour équation 

B^B'^B" 

Si Ton suppose ensuite B' = B" = 0, la racine double a pour 
valeur S = A, et Ton a en outre la relation 

(A' — A)(A" — A) — B«=0. 

La première des équations (7') devient une identité, et les deux 
autres se réduisent à l'équation unique 

(A' — A)P + By = 0. 
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A la racine double S = A correspond encore une infinité de 
directions principales parallèles au plan qui a pour équation 

Dans les deux hypothèses Téquation du plan principal prend la 
forme 

P et Q étant deux fonctions linéaires déterminées et X un para- 
mètre arbitraire ; à une racine double correspond donc une infi- 
nité de plans principaiAc passant par une môme droite. 

Théorème III. — A une racine triple de ^équation en S cor-- 
respondent comme direcliom principales toutes les directions de 
l'espace et une infinité de plans principaux passant par un même 
point. 

En effet, la racine triple annulant tous les éléments du déter- 
minant A(S), les équations (7') se réduisent à des identités ; toute 
direction de l'espace peut donc être considérée comme principale. 

D'un autre côté, l'équation (9) du plan principal contient deux 

a 6 

paramètres arbitraires -, - au premier degré ; il y a donc une 

T ï 
infinité de plans principaux passant par un même point ayant pour 

coordonnées 

___C __£ — _^' 

^~ S '^~ S ^~" S ' 

La quadrique est alors une sphère. 

Théorème IT. — Les directions principales qui correspondent 
à deux racines différentes de V équation en S sont perpendiculaires 
entre elles. 

Soient en effet (a, ^, y), (a', ^', y') les cosinus des angles que 
font avec les axes de coordonnées les directions principales qui 
correspondent aux racines différentes S, S'. On a, en vertu des 
équations (7), les relations 

S* = i?l S'a''=î(p|^, 






1 
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d'où Ton déduit 

(S-.S')(«a' + pp' + n') = ^(«'?^ + ?'?^ + r?^--«9^,-?9^,-y?^^^^ 

Le second membre de la dernière relation est nul, cir la fonc- 
tion 9 étant homogène et du second degré, on a 



»'?a + P"*?p + ir'?y = *?a' + ??p' + Y?^ 



,1 • 



Le premier membre de la même relation est donc également 
nul, et comme le facteur S ^ S' est différent de zéro, il en résulte 

les deux directions principales considérées sont donc perpendi- 
culaires entre elles. 

145. Des théorèmes précédents on déduit un corollaire impor- 
tant. 

Corollaire. — Dans toute quadrique il y a toujours au moins 
trois directions principales formant un trièdre trirectangle. 

En effet, si l'équation en S a ses trois racines inégales, les trois 
directions principales qui leur correspondent sont perpendicu- 
laires deux à deux. 

Si réquation en S a une racine double et une racine simple, les 
directions principales, en nombre infini, qui correspondent a la 
racine double sont dans un plan P perpendiculaire à la direction 
principale D qui correspond à la racine simple. On prendra pour 
arêtes du trièdre trirectangle la direction D et deux droites rec* 
tangulaires parallèles au plan P. 

Si réquation en S a une racine triple, on pourra prendre pour 
arêtes du trièdre trirectangle trois directions quelconques per- 
pendiculaires deux à deux. 

Remarque. — Pour compléter Tétude des plans principaux, il 
reste à examiner ce qui arrive quand l'équation en S a une ou 
deux racines nulles. 

Tout ce que nous avons dit des directions principales reste vrai 
dans cette hypothèse, mais les plans principaux présentent des 
particularités qui méritent d'être signalées. 
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m 

Nous distinguerons deux cas principaux : 

1" La racine nulle est simple, — L'équation (9) du plan princi- 
pal se réduit à 

Ga + G'f + C''y = 0. 

Supposons d'abord que la quantité CoL-^-Cp-^-Cyne soit pas 
nulle, le plan principal est alors rejeté à l'inOni ; d'un autre côté, 
les équations (7'), où l'on doit faire S = 0, deviennent 

Aa + B''p4-B'Y = 
(10) B''a + A'p + BY = 

B'a + Bp-fA''Y = 0. 

Ces relations expriment que les trois plans du centre, trans- 
portés à l'origine, passent par une même droite ; la quadrique 
appartient donc à la deuxième classe; elle est un Paraboloîde. 

Supposons maintenant que l'on ait 

Ca + Cp + CY^O, 

le plan principal est alors indéterminé. 

D'un autre côté, la relation précédente jointe aux relations (10) 
exprime que les trois plans du centre passent par une même 
droite; la quadrique appartient donc à la troisième classe, elle- 
est un cylindre elliptique ou hyperbolique. 

2"* La racine nulle est double. — Dans ce cas les équations (10) 
se réduisent à une. 

Supposons d'abord que toutes les valeurs de a, p, y qui satisfont 
aux équations ( 10) n'annulent pas la quantité C a -|- C p -}" ^'ï» '® 
plan principal est alors rejeté à l'infini. 

D'un autre côté, les équations (10) se réduisant à une, les trois 
plans du centre transportés à l'origine se confondent; la qua- 
drique appartient donc à la quatrième classe, elle est un cylindre 
parabolique. 

Remarque. — Parmi les systèmes de valeurs de a, p, y qui 
satisfont aux équations (10)^ il y en a un pour lequel on a 

Ca + C'l3-f-C''Y = 0, 

le plan principal coiTOspondant est indéterminé. 
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Supposons maintenant que pour toutes les valeurs de a, p, y 
satisfaisant aux équations (10) on ait 

(11) ■Ca + c> + C'r = o, 

le plan principal est alors indéterminé. 

D*un -autre côté, les équations (10) et (11) se réduisant à une 
seule^ la quadrique a un plan de centres, elle appartient à la cin- 
quième classe. 



CHAPITRE IV 



MAMÈTRBS ET AXES. 



146. Définition. — On appelle diamètre d'une quadrique la 
droite intersection de deux plans diamétraux. 

Il résulte de cette définition qu'un diamètre est représenté par 
les équations 

de deux plans diamétraux, considérées simultanémenti Téquation 
de la quadrique étant 

f(x,y,%) = 0. 

Des équations (1) on tire 

f f f 

ix I y 'z 



^Pi — P^i P^i — ^Pi ^^i — ^^^1 ' 

les dénominateurs des trois rapports précédents représentent des 
constantes arbitraires a» p» y ; donc les équations d'un diamètre 
quelconque d'une quadrique peuvent être mises sous la forme 
suivante : 

f f f 

' X 'y ' z 

Si Ton se reporte aux propriétés des plans diamétraux dans les 
différentes classes de quadriques, on en conclut immédiatement 
les propriétés suivantes : 

1"* Dam les quadriques de la première classe tous les diamètres 
passent par le centre. 
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2*» Dans les quadriques de la deuxième classe tous les diamètres 
sont parallèles à une même droite. 

S"" Dans les quadriques de la troisième classe tous les diamètres 
sont confondus avec la ligne des centres. 

i"* Dans les quadriques de la quatrième classe tous les diamètres 
sont rejetés à Vinfini. 

S"" Dans les quadriques de la cinquième classe toute droite située 
dans le plan des centres est un diamètre. 

147. Théorème I. — Le lieu des centres des sections d'une qua- 
drique par des plans parallèles entre eux est un diamètre^ 

Remarque. — On prend quelquefois cette propriété comme 
définition des diamètres. 
Soient 

réquation de la quadrique et, 

(2) ax-|-py + Yi5 + A==0 

celle d*un plan sécant, dans laquelle a, p, y sont des constantes 
et h un paramètre variable. 
Si, dans Téquation de la surface, on remplace z par sa valeur 

(3) ,=._*^-Hî^ + A 



V 

* 



tirée de l'équation du plan, on obtient Téquation de la projection 
de la section sur le plan des xy. Maintenant, le centre de cette 
projection est évidemment la projection du centre de la section ; 
il résulte de là que, pour déterminer ce centre, il sufQra de joindre 
à l'équation (2) les équations obtenues en égalant à zéro les dé- 
rivées par rapport à x et à y de l'équation de la section projetée. 

On peut obtenir ces dérivées sans faire la substitution dont 
nous avons parlé ; il suffît d'appliquer le théorème des fonctions 
composées à la fonction [{x^ y, z) en regardant z comme une 
fonction de a; et de y définie par la relation (3). 

On obtient ainsi les deux équations 



ï • ^ y' 
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Pour avoir Téquation du lieu des centres des sections, il fau- 
drait éliminer h entre les équations (4) et (2) ; comme les équar 
tiens (4) ne contiennent pas A, elles représentent le lieu des 
centres. 

Ce lieu est donc un diamètre D défini par les équations 



fi 



I 



I 



X [y ij 



Nous dirons que le diamètre D est conjugué du plan P qui a 
pour équation 

aX-r?î/ + Y2 = 0. 

Remarque I. — Quand le plan P est défini par deux droites 
ayant pour équations 



x_ 
m 



l 
n 



Aff 



X _ y z 



le diamètre D peut êlre représenté par les équations 



(5) 






des deux plans diamétraux partageant en deux parties égales les 
cordes parallèles à ces deux droites. 
En effet, l'équation du plan P est alors 



X 


y 


2 


m 


n 


P 


mi 


«1 


Pi 



= 0, 



et celles du diamètre D sont 



L 



f 



y 



^ 



^1 ^'P^^i P^i ~" ^Pi ^^h — ^^i 



de ces équations on tire facilement les équations (5) 
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Remarque II. — Quand la surface a un centre unique^ le dia- 
mètre D est parallèle aux cordes que U plan diamétral parallèle au 
plan P divise en deux parties égales. 

Eq effet, soient (a, b, c) les coefficients de direction de ces 
cordes, le plan diamétral aura pour équation 

f r I 

Gomme il est parallèle au plan P, on aura les relations 

elles expriment que le point (a, b, c) est situé sur la droite ayant 
pour équations 

^x ^y ^z 

c'est-à-dire sur le diamètre D transporté à l'origine : ce diamètre 
est donc bien parallèle à la direction définie par les coefficients 
de direction a, b, c. 

148. Droites et plan conjugués en direction. — On dit 
qu'une droite D et un plan P sont conjugués en direction quand les 
cordes que le plan diamétral parallèle au plan P divise en deux 
parties égales sont parallèles à D. 

Soient 

X y z 

et 

ux-^vy-^wz^O 

les équations qui définissent les directions de la droite D et du 
plan P ; la relation qui exprime que cette droite et ce plan ont des 
directions conjuguées est 



f 


=i= 


:!ï 


U ~ 


V 


w 



1 
fa 


f? 


.h 


U 


V 


w 
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En effet, les cordes que le plan diamétral parallèle au plan P 
divise en deux parties égales sont définies par les équations 

^x ^y ^3 

tt V W ^ 

elles seront parallèles à la droite D si les équations précédentes 
sont satisfaites pour x = a, y = p, 2 = y, c*esl-à-dire si i*on a 



(V 



Théoràme H. — Si, par le sommet du cône asymptote d'une 
quadrique, on mène une droite D et un plan P conjugués en direc- 
tion, le point d où la droite D rencontre le plan Q d'une conique T 
située sur ce cane est le pôle, par rapport à cette conique, de la 
droite p intersection des plans P et Q. 

Soient en effet 

9(X,Y,Z) = 

l'équation du cône asymptote de la quadrique, Torigine étant au 
sommet, et 

X_Y_Z 

ttX + t;Y + u;Z = 

celles de la droite D et du plan P. 

Les directions des axes de coordonnées étant quelconques, on 
peut supposer que Ton a pris le plan des xy parallèle au plan Q ; 
soient o'x', o'y* les traces des plans zox^ zoy sur le plan Q. 

Par rapport aux axes o'x', o'y\ les coordonnées du point d sont 



a 6 

x = 'h y=-h^ ! 

ï Y I 



et l'équation de la droite p et celle de la conique F sont respec- 
tivement 

uX + vY-\-wh = 
^(X,Y,A) = 0. 
II 12 



178 LIVRE IV. — CHAPITRE IV 

La polaire du point d par rapport à la conique F a pour équa- 
tion 

X?^Û, y, A)4- Yçy(a;, », A) + Aç)^(a;, y, A) = 0. 

Si, après avoir remplacé x, y par leurs valeurs» on multiplie 
les deux membres de cette équation par ^, elle devient 

X?;,(«, p, y) + Yçp(*, p, y) + At^(«, P, y) =0, 
OU bien 

en tenant compte des relations (7). La polaire du point d coïncide 
donc avec la droite p. 

149. Plans diamétraux conjugués. — On dit que deux plans 
diamétraux d'une quadrique sont conjugués quand les cordes que 
Vun d^eux divise en deux parties égales sont parallèles à Vautre. 

Pour établir la relation exprimant que deux plans diamétraux 
d*une quadrique sont conjugués, nous distinguerons deux cas. 

Premier cas, — La quadrique appartient à la première classe. — 
En prenant son centre pour origine, Téquation de la quadrique 
sera 

et les équations 

ux-\'Vy-\'WZ:=0 u'X'{'V'y'{'W'z = 

représenteront deux plans diamétraux P, P'. 

La direction des cordes que le premier plan P divise en deux 
parties égales est définie par les équations 



I t 



^x ^y ^z 

U V "^ w' 

Il faut exprimer que ces cordes sont parallèles au plan F, ou 
bien que la droite représentée par les équations précédentes est 
située dans le plan P\ 
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Pour cela il suffira d'éliminer x, y,%ei'k entre les quatre équa- 
tions 

u^x-\-v'y+w'%=0, 
ce qui donne la relation 



Â 


B» 


B' u 


B' 


A' 


B « 


B' 


B 


A» 1» 


«' 


V' 


w' 



= 0, 



Cette relation dont nous désignerons le premier membre par O 
est symétrique par rapport à (u, v, w)y {u', v'y w') ; donc chacun 
des plans P, P est parallèle aux cordes que l'autre divise en deux 
parties égales. 

En désignant par a, a', a' les mineurs principaux du détermi- 
nant A et par b, b\ b" ses mineurs secondaires, la relation ^ = 
développée prend la forme 

amif + a'w' + a"ww' + b{wv' + vwf) + V{uw' + wu') + b''(vu' + ttv')=zO. 

Deaziéme cas. — La quadrique appartient à la deuxième classe. 
— Dans C6 cas, la relation ^ = n'exprime plus que les plans P 
et P' sont conjugués, mais que Tun d'eux est un plan diamétral. 

En efTet, on sait que le déterminant A est nul sans que tous les 
mineurs du premier ordre le soient ; il en résulte que tous les mi- 
neurs principaux ne sont pas nuls, car les identités 



(8) 



A A=a'a" — *» 
A'A=a"o— ft'» 



»f 



A"A = aa' —b « 



B A =*'*" — ci 
B' ù. = b"b —a'b' 
B"A = W — a'6» 



montrent que les égalités a=a'=a*=0 entraînent les sui> 
vantes; >=fr' = t" = 0. 

Soit, par exemple, a^O. On a 

a*={au+b'v-\-b'w)(au' + b'v'-\-b'iv') 

+ {CM' — b"*) w' -\-{aa"— b'*)m)' +{ab— b'b'} {wv' + vw'), 
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OU bien 

a4> = {au-{-lfv + b'w){au'-\-b'v' + b'w'), 



car les coefBcienls aa' — b *, aa" — 6*, ab — b'b" sont nuls en 
vertu des identités (8). 

L*équation ^ = se sépare donc en deux 

au 4-6'v -\-b'w =0 
au' + b'v' + b'w' = 0. 

Ces dernières expriment que les plans P ou P' sont parallèles 
à la droite ayant pour équations 

c'est-à-dire que l'un de ces plans est diamétral. 

Pour trouver, dans Thypothèse considérée, la relation qui ex- 
prime que deux plans diamétraux sont conjugués, remarquons 
que réquation de la quadrique est alors de la forme 

X« + eY« + 2Ca; + 2G'y + 2C"2 + D = 

avec e S5 ± 1 et 

Les équations 

tiX + »Y + A = u'X + v'Y + h'=0 

représenteront deux plans diamétraux quelconques P, P'. 

Soient «, p, y les coefficients de direction des cordes que le 
plan P divise en deux parties égales, ce plan sera aussi repré- 
senté par l'équation 

XX4 + tYYi + Ca + C'p + C'Y = 
en posant 
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on a donc les relations 

tt V h 

Les cordes devant être parallèles au plan P', on a aussi 

la relation cherchée est donc 

tuu' -\-vv' = 0. 

Remarque. — Cette relation convient aussi aux surfaces de la 
troisième classe ; quant aux surfaces de la quatrième et de la cin- 
quième classe, elles n'ont pas de plans diamétraux conjugués, car 
pour les premières tous les plans diamétraux sont parallèles, et 
pour les deuxièmes les plans diamétraux se confondent. 

Théorème III. — Deux plans diamétraux conjugués P, P' d^une 
quadrique à centre déterminent sur un plan quelconque Q deux 
droites p, p' qui sont conjugv^ées par rapport à la section F du cône 
asymptote de la surface par le plan Q. 

Le centre étant pris pour origine, les équations du cône asymp- 
tote de la quadrique et celles des deux plans P, P' seront respec- 
tivement 

?(^, y, «) = 
ux-\-vy-{-îvz=^0 u'x-\-v'y']-w'z = 0. 

On peut supposer que le plan des xy est parallèle au plan Q, 
alors les équations de la conique I' et des droites p, p' rapportées 
aux traces o'x', o'y' du plan Q sur les plans zox^ xoy seront 

<^{x,y,h)=0 
ud5 + vy + wfc = u'x-\'V'y'{'W'h = 0. 

La relation exprimant que ces deux droites sont conjuguées 
par rapport à la conique T est (G. P. 250). 



A B" B'A tt 

B'' A' BA V 

B'ft B* A'A« wh 

tt' v' w'h 



= 0, 



ou bien 4» = ; le théorème est donc démontré. 
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150. Droites conjuguées en direction. — On dit que deux 
droites D, D' ont des directions conjuguées quand Vune d'elles est 
parallèle au plan diamétral divisant en parties égales les cordes pa- 
rallèles à Vautre. 



Soient 



-=^=- et £ = ^=i 

* ? r ' ^' P' 1 



les équations des droites D, D', la relation qui exprime que ces 
droites ont des directions conjuguées est 



' ' . II. Il 



En effet, le plan diamétral divisant en parties égales les cordes 
parallèles à D, transporté à Torigine, a pour équation 

en exprimant que ce plan est parallèle à D' on obtient la rela- 
tion (9). 

Remarque. — Cette relation pouvant être écrite de la manière 
suivante : 

la droite D est aussi parallèle au plan diamétral divisant en deux 
parties égales les cordes parallèles à D'. 

Théorème IV . — Si, par le sommet du cône asymptote d'une 
quadrique, on mène deux droites D, D' conjuguées en direction , les 
points d, à' oà ces droites rencontrent le plan Q d'une conique T 
située sur ce cône sont conjugués par rapport à la conique. 

En eiTet^ le plan mené par le sommet du cône asymptote paral- 
lèlement au plan diamétral partageant en deux parties égales les 
cordes parallèles à D, contient la droite D' ; il passe donc par le 
point d'. D'un autre côté» sa trace sur le plan Q est la polaire du 
point d par rapport à la conique F (Théorème II) ; donc les deux 
points d, d' sont conjugués par rapport à F. 

Définition. — On dit que trois droites D, D', D" forment un 
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iystème triplement conjugué^ quand elles sont deux à deux conju- 
guées en direction. 

Théorème T. — 5t\ par le sommet du cône asymptote d'une 
quadrique^ on mène trois droites D, D', D" conjuguées en direction, 
les points d, d'j cT oU ces droites rencontrent le plan Q d'une co-^ 
nique F située sur ce cane déterminent un triangle conjugué par 
rapport à cette conique. 

Cette proposition est une conséquence immédiate du théo- 
rème IV. 

151. Diamètres conjugués. — Deux diamètres d^une quadrique 
à centre sont dits conjugués quand leurs directions sont conjuguées; 
ces droites sont telles que chacune déciles est située dam le plan 
diamétral partageant en deux parties égales les cordes parallèles 
à l'autre. 

Les coefficients de direction (a, p, y), (a', p', y') de deux dia- 
mètres conjugués sont liés par la relation 



I I . t I t I 



Quand ces deux diamètres coïncident, la relation précédente 
devient 

les deux diamètres se confondent donc avec une génératrice du 
cdne asymptote. 

Théorème TI. — Deux diamètres conjugués d'une quadrique à 
centre sont aussi deux diamètres conjugués de la section de la sur- 
face par le plan qui les cofitient. 

On vérifie immédiatement celte proposition en prenant les deux 
diamètres conjugués pour axes des x et des y. On a, en effet, 

p = 0, Y = 0, et a=0, Y=0; 
la relation (9) devient 



ou bien 



B''a^' = 0, 



J 
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et il en résulte B" = 0. L'équation de la section de la surface par 
le plan xoy est donc 

Aa:« + A'y»+D = 0; 

ce qui montre que cette section est rapportée à deux diamètres 
conjugués. 

Définition. — Trois diamètres d'une quadrique à centre ^onl 
dits conjugués quand ils sont conjugués deux à deux ; ces droites 
sont telles que chacune d'elles est située dans les flans diamétraux 
partageant respectivement en deux parties égales les corder pard' 
lèles aux deux autres. 

Les coefficients de direction (a, p, y), (a', p', y'), (a", f>", y") de 
trois diamètres conjugués sont liés par les relations 

«?'«'+ P?p'+ Y?y=0 

Si réquation de la quadrique est de la forme 
ces relations deviennent 

^+M.+ lll=o 

o» t- jj -r g, 

a« ^ ft« ^ c« 

a^ ^ b^ ^ c* 

Théorème VIL — Dans une quadrique à centre il y aune infi- 
nité de systèmes de diamètres conjugués. 

En effet, la conique F section du cône asymptote par un plan Q 
admet une infinité de triangles conjugués et les droites qui joi- 
gnent le centre de la quadrique aux sommets de l'un de ces 
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triangles forment un système de diamètres conjugués (Théo- 
rème V). 

On peut encore démontrer cette proposition de la manière sui- 
vante : 

Soit OC un diamètre quelconque de la quadrique; dans le plan 
diamétral P conjugué de 00, menons deux diamètres OA, OB 
conjugués par rapport à la section de la quadrique par le planP; 
ces deux diamètres seront conjugués par rapport à cette qua- 
drique (Théorème VI). 

D'un autre côté, les diamètres OA, OB sont respectivement 
conjugués de OC, car ils sont situés dans le plan diamétral P 
conjugué de OC ; donc les trois droites OA, OB, OC forment un 
système de trois diamètres conjugués. 

152. Problème. — Étant données deux quadriques, trouver une 
direction de cordes telle que les plans diamétraux correspondants 
dans les deux surfaces soient parallèles. 

La direction d'un plan diamétral ne dépendant que des coeffi- 
cients des termes du second degré dans Téquation d'une qua- 
drique, le problème revient à chercher une direction de cordes 
telle que les plans diamétraux correspondants dans les cônes 
asymptotes des deux quadriques données coïncident, ces deux 
cônes ayant le même sommet 0. 

Soient F, T' les sections des deux cônes asymptotes par un 
même plan Q, et OD une direction de cordes telle que les plans 
diamétraux correspondants, dans les cônes asymptotes des deux 
quadriques données, coïncident avec un même plan P. 

Le point ci où OD rencontre le plan Q aura pour polaire, par 
rapport aux coniques F, F', la droite p intersection des plans P 
et Q (Théorème II). Le problème est ainsi ramené à trouver les 
points qui ont la même polaire par rapport à ces coniques. 

On sait que ces points sont les points doubles des couples de 
sécantes communes aux coniques F, F'. 

Le problème a trois solutions réelles quand les deux coniques 
r, r se coupent en quatre points distincts et réels ou en quatre 
points imaginaires ; il n'a plus qu'une solution réelle quand les 
deux coniques se coupent en* deux points réels et en deux points 
imaginaires, c'est-à-dire quand les cônes asymptotes des deux 
quadriques transportés de manière à avoir le môme son\met, se 
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coupent suivant deux génératrices réelles et deux génératrices 
imaginaires. 

En particulier, le problème a toujours trois solutions réelles si 
l'une des quadriques est un ellipsoïde ; car les deux coniques F, T 
se coupent alors en quatre points imaginaires, puisque Tune 
d'elles est imaginaire. 

Remarque. — Les droites OÂ, OB, OG joignant le sommet 
commun des deux cônes asymptotes aux trois sommets Â, B, C 
du triangle conjugué commun aux deux coniques F, T forment 
un système de trois directions triplement conjuguées. 

Si les deux quadriques appartiennent à la première classe et 
ont le point pour centre commun, les droites OA, OB, OC for- 
ment un système de diamètres conjug^ués communs. 

Quand Tune des quadriques est un ellipsoïde, ces trois dia- 
mètres sont réels, et Ton peut les prendre pour axes de coordon- 
nées ; les équations des surfaces ont alors les formes suivantes : 

Ax« + A'y« + A"«« + D =0 

153. Nous allons maintenant considérer le cas où l'une des 
quadriques est une sphère, l'autre étant quelconque. 

Nous savons qu*il existe un système réel do trois directions OA, 
OB, OC triplement conjuguées par rapport aux deux quadriques ; 
comme l'une des quadriques est une sphère,' ces trois directions 
sont principales et forment un trièdre trirectongle. Nous retrou- 
vons ainsi le théorème suivant démontré au paragraphe 145. 

Théorôme. — Dans toute quadrique il y a toujours au moins 
trois directions principales formant un trièdre trirectangle. 

Les axes étant rectangulaires, soient 

Ax« + A'y« + A"«« + 2Bya + 2B'ax + 2B"xy = 

x^ + y^+z^ = 

les équations des cônes asymptotes de la quadrique et de la 
sphère, le sommet commun étant à Torigine. 

Si l'on coupe ces deux cônes par un plan Q parallèle au plan xoy 
les équations des sections l\ V rapportées aux traces o'x', o'y' 
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des plans zoXjZoy sur le plan Q seront 

r=Ax« + A'î/« + A"A« + 2BAy + 2B'Ax + 2B"xy=0 

r = x« + y« + A« = 0. 

Considérons Téquation 

(io) r— sr=o 

qui représente toutes les coniques passant par les points com- 
muns aux courbes F, T' ; puisque Tune d'elles est imaginaire, 
l'équation 

A — S B" B' 

A(S)= B" A' — S B =0 

B' B A" — S 

obtenue en égalant à zéro le discriminant de la fonction T — ST 
aura ses trois racines réelles et généralement distinctes. 

L'équation précédente est l'équation en S de la quadrique con- 
sidérée ; la réalité des racines de cette équation se trouve donc 
démontrée de nouveau. 

Cherchons les conditions nécessaires et sufïïsantes pour que 
l'équation en S ait une racine double. 

Il faut pour cela que les coniques F, F' soient simplement tan- 
gentes ou doublement tangentes. 

La conique F' étant imaginaire, le contact ne peut pas être 
simple^ car le point de contact serait réel. 

Le contact étant double, Téquation (10) représente une droite 
double, après qu'on y a remplacé S par la racine double de Téqua- 
tion en S ; cette racine doit donc annuler tous les mineurs du 
premier ordre du déterminant A(S). 

Cherchons enfin les conditions nécessaires et suffisantes pour 
que l'équation en S ait une racine triple. 

Cela ne peut avoir lieu que dans les trois hypothèses sui- 
vantes : 

1** Les coniques F, F ont un contact du deuxième ordre. 

t^ Ces coniques ont un contact du troisième ordre. 

S^ Ces coniques se conrondent. 

Les deux premières hypothèses doivent être écartées ; car, dans 
chacune d'elles, le point de contact est réel. 
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Les coniques doivent donc se confondre, et la fonction r — SV 
est identiquement nulle quand on y remplace S par la racine triple 
de l'équation en S. On a donc 

S = A = A' = A" B = B' = B" = 0. 

On voit que la racine triple annule tous les éléments de A(S). 
Nous retrouvons ainsi les deux théorèmes démontrés au para- 
graphe 142. 

154. Remarque. — L'analyse exposée dans le paragraphe pré- 
cédent subsiste quand les cooMonnées sont obliques ; réquation 
du cône asymptote de la sphère est alors 

jj«^y«-|-2«_|-2ya;cosX + 2î5a;cos[x + 2xycosv = 0, 
et réquation en S de la quadrique devient 



A(S) = 



A — S B"— Scosv B' — ScosfiL 
B" — Scosv A' — S B— ScosX 
B' — ScosfjL B — ScosX A" — S 



= 0. 



Cette équation a ses trois racines réelles et généralement dis- 
tinctes. 

Pour qu'un nombre <r soit racine double, il faut et il suffit que 
ce nombre annule tous les mineurs du premier ordre du déter- 
minant A(S), sans annuler tous ses éléments. 

Pour qu'un nombre <t soit racine triple, il faut et il sufBt que ce 
nombre annule tous les éléments du déterminant A(S). 



Axes. — Sommets. 

155. Définition. — On appelle axe d'une quadrique la droite 
intersection de deux plans principaux ; les points où tes axes ren- 
contrent la surface sont les sommets. 

Les quadriquesde la première classe ont en général trois axes. 

Les quadriques de la deuxième classe ont un seul axe. 

Dans les quadriques de la troisième classe la ligne des centres 
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est un axe ainsi que les axes de symétrie d*une section droite 
quelconque du cylindre. 

La ligne des centres est plus particulièrement considérée comme 
étant Taxe du cylindre. 

Dans les quadriques de la quatrième classe les axes de symé- 
trie de chaque parabole principale peuvent êlre considérés comme 
un axe de la surface. 

Enfin dans les quadriques de la cinquième classe chaque per- 
pendiculaire commune aux deux plans qui la composent et cha- 
cune des droites situées dans le plan des centres est un axe de la 
surface. 



CHAPITRE V 

1 

RÉDUCTIO:« DE L'ÉQUATION D^UNE QUADRIQUE 
PAR LA TRANSFORMATION DES COORDONNÉES. 

156. On sait que, dans toute quadrique, il y a toujours au moins 
trois directions de cordes principales formant un trièdre trirec- 
tangle. 

Nous nous proposons de trouver la forme que prend Téquation 
de la surface quand on choisit les axes de coordonnées parallèles 
à ces directions principales et de simplifier ensuite l'équation 
ainsi obtenue. 

Nous supposerons la quadrique donnée rapportée à des axes 
de coordonnées rectangulaires ox, oy^ oz ;'6on équatioa est 

(1) /'=ç(x, y, 2) + 2Cx + 2C'» + 2C"a; + D = 

en posant 

?(«,», 2) = Ax^ + AV + A'î* + 2By2 + 2B'aa; -f2B'xy. 

Soient 

y = ^x'^p'y' + p"z' 

les formules qui permettent de passer des anciens axes aux nou- 
veaux ox', oy\ 0%' formés par trois directions principales per- 
pendiculaires deux à deux. 

Après ce changement d'axes Téquation de la quadrique de- 
viendra 

/ f . . n » . f r . t I I , mit 



+ 2C,x' + 2C^y' + 2C|'«' + D=0 
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en posant 

C,=Ca +C'p +C^r 

C^' = Ca" + G'p" + C"r". 

On peut donner des formes très simples aux expressions des 
coefficients A » A^, A^, B , B^, B^. 

Pour obtenir Af, par exemple, il faut chercher le coefficient 
de X * dans le développement de la fonction 

« 

^(ax' + ocY + aV, px' + p'y' + p'z', ^x' + y'y' + y'^'), 

et Ton peut évidemment, pour simplifier les calculs, suppo- 
ser y' = %' = 0. On trouve immédiatement 

Ai = ?(a, p, t)- 

De même, pour obtenir 2B^ coefficient de x'y' on pourra 
poser s'=0 et développer la fonction 

en se bornant aux termes qui contiennent x'y' en facteur. 
On trouve facilement 

" * t II II 



' . '/ 



On obtient des expressions analogues pour A^ A^ , et pour B^ , B . 

Soient S^, S^, S3 les racines de Téquation en S auxquelles cor- 
respondent respectivement les directions principales ox'^ 01/, oz' ; 
en considérant en particulier la racine Sf, on aura 

/ / I 

^« *? ^Y «r, 

~=-f = -1=284. 

a p Y * 

On déduit de là 

Al =?(*»P, Y) = i(*?l+P?p + T?Y)=Si 
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En résumé, quand on rapporte une quadrique à trois axes res- 
pectivement parallèles à trois directions principales formant un 
trièdre trirectangle, les termes en y'^^ s'x', x'y' disparaissent, et 
les coefficients des carrés des variables ont respectivement pour 
valeurs 



1 "1 s "1 



A.=S. A. = S^ A. = Ss. 



L'équalion de la quadrique devient donc 

(2) S «'« + S y'« + S 2'« + 20 x' + 2C'y' + 2CV + D = 0. 

1 s 3 1 * ■ 

Si l'on transporte Torigine au point (Xq, yo, Zq)^ Téquation (2) 
devient à son tour 

(3) S X« + S Y»+.S^Z«+2C X + 2C^Y + 2Cj|z + D =0 
en posant 

(4) C=Sj;+C C'=S.y+c' 6^=824-0' 
D =S xl + S î/* + S s* + 2C X +2C'y^ + 2C'« +D. 

Nous allons distinguer plusieurs cas. 

1** La qtiadrique appartient à la première classe. — Le détermi- 
nant À n*est pas nul, et, par suite, Téquation en S n'a pas de 
racine nulle ; on peut alors poser 

_ c. _ c, _ c, 

^0 — "q" Vo — ô" *o — ■" g"» 

0| 0|| &3 

et réquation (3) devient 

SiX« + S,Y» + S3Z« + D4=0. 

2'' La quadrique appartient à la deuxième classe. — Le détermi- 
nant A est nul, mais tous ses mineurs du premier ordre ne sont 
pas nuls ; Téquation en S a donc une racine nulle, mais cette 
racine est simple. Supposons par exemple S| =0; on aura en 

même temps C|^0, car, s*il en était autrement, la quadrique 

aurait une ligne de centres. 
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On peut déterminer yo> ^f ^o P^^ ^^ équations 

et rëquation (S) devient 

S^" La quadrique appartient à la troirième classe. ^ Le détermi- 
nant A est encore nul, mais tous ses mineurs du premier ordre ne 
sont pas nuls ; l'équation en S a une racine nulle, et cette racine 
est simple. Supposons par exemple S| == ; on aura en même 
temps G| = 0, car la quadrique a une ligne de centres à distance 
finie. 

On peut déterminer yo et Zo par les équations 

s,yo+c;=o s,«,+c;'=o 

et le coefRcient D| aura pour valeur 

l'équation (3) devient donc 

S,Y«+S,Z« + D,=0. 

A"" La quadrique appartient à la quatrUme classe. — Le déter- 
minant À est nul ainsi que tous ses mineurs du premier ordre ; 
réquation en S a donc une racine nulle et celte racine est double. 
Supposons par exemple S| = S9=0; on n*aura pas à la fois 

c,=c;=o. 

car la surface aurait un plan de centres : soit, pour fixer les idées, 



On peut prendre Xo = Û et déterminer :So et yo par les équa- 
tions 

Ss«o' + 2C;y, + 2C;», + D=0, 
II 18 
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et l'équation (3) devient 

(5) S3Z*+2C^X + 2C'j = 0. 

Maintenant^ à la racine double S^ =83=0 correspondent une 
infinité de directions principales parallèles à un même plan ; les 
axes OXf OY parallèles à ox\ oy' sont deux droites rectangu- 
laires quelconques parallèles à ce plan. 

Les cosinus a, p, y qui définissent la direction OX satisfont 
aux équations 

qui se réduisent à une; pour déterminer ces cosinus, nous join- 
drons à l'une des équations précédentes la relation 

L'équation (5) de la quadrique deviendra alors 

Sj^Z* + 2CJ=0. 

b"" La qtiadrique appartient à la cinquième classe. — L'équation 
en S a encore deux racines nulles ; nous supposerons 81=83=0. 
Comme la surface a un plan de centres, on aura 

c,=c;=o. 

On peut prendre Xo = yQ = et déterminer %q par l'équation 

le coefficient D| aura pour valeur 

D =8 a* + 2cV +D, 

et l'équation (3) deviendra 

S3Z* + D^=0. 
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157. En résumé, nous voyons que l'équation d*une quadrique 
peut être ramenée à Tune des formes suivantes : 



I 

II 

III 

IV 

V 



S| X« + Sa Y« + SaZ» + Dj = 

SjY* + S3Z«+D4=0 
S3Z* + 2C|y=0 
S3Z*-|-D4 = 0. 



L'équation I représente des quadriques ayant un centre unique 
à distance finie et rapportées à trois plans principaux ; les axes 
de coordonnées sont des axes de symétrie de la surface. 

On peut appliquer à cette équation tout ce qui a été dit aux 
paragraphes 120 et 121 ; en mettant en évidence les signes des 
coefficients et la grandeur des axes de symétrie, on obtient les 
six formes suivantes : 



Genre 
ellipsoïde. 



Xa Y* Z» 

— 4- —4-- — 1 

X« Y« Z« 

x« ya z* 

-^"|-rg--{--^ + ^==0 ellipsoïde imaginaire. 



: ellipsoïde réel. 
= un point. 



Genre 



X« ^Y^_Z« 
X« . Y« Z« 



1=0 hyperboloîde ai nappe. 



hyperboloïde . ) i« + ti ~ ^ "^ ^ ^^'*^- 

X* yi z« 

-^+r^ — ^ + 1=0 hyperboloîde à 2 jiappes . 

Remarque. — La quantité D^ qui est le terme tout connu dans 
Féquation de la quadrique rapportée à son centre, a pour va- 
leur (130) 

L'équation II représente des quadriques ayant un centre unique 
à Tinfini ; ces surfaces sont rapportées à deux plans principaux 
yOX, ZOX et au plan tangent ZOY au sommet de la surface. 

On peut appliquer à celte équation tout ce qui a été dit aux 
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paragraphes 123 et 124 ; en mettant en évidence les signes des 
coefficients et la grandeur des paramètres des paraboles princi- 
pales, sections de la quadrique par les plans principaux, on obtient 
les deux formes suivantes : 

1 2X = paraboMde elliptique. 

2X = paraboloïde hyperbolique. 

L*équation III représente des quadriques ayant une ligne de 
centres à distance finie ; ces surfaces sont rapportées à deux 
plans principaux YOX, ZOX, et le plan ZOY est le plan d'une 
section droite quelconque. 

En mettant en évidence les signes des coefficients et la gran- 
deur des axes de la section droite, on obtient les cinq formes 
suivantes : 

Y« Z« 

^ + — — 1 = cylindre elliptique. 

Y« Z« 

-~ 4- -— =0 une droite. 

Y« 7J 

Tj + -5- + 1 = cylindre imaginaire. 

ya Z« 

yj j — 1 = cylindre hyperbolique. 

ya z« 

r- =0 deux plans sécants . 

b* c« '^ 

L'équation IV représente des quadriques ayant une ligne de 
centres à Tinfini ; ces surfaces sont rapportées à un plan prin- 
cipal XOY, au plan ZOY d'une section droite quelconque et au 
plan ZOX touchant la surface en tous }es points de l'arête OX 
suivant laquelle elle est coupée par le plan principal. 

En mettant en évidence la grandeur du paramètre de la para-- 
bole, section droite de la surface par le plan ZOY, on obtient la 
forme unique suivante : 

Z« — 2 p Y = cylindre parabolique. 

L'équation V représente des quadriques ayant un plan de 
centres ; le plan XOY est le plan des centres, les deux autres 
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plans de coordonnées sont deux plans perpendiculaires entre eux 
et au plan XOY. 

En mettant en évidence les signes des coefficients, on obtient 
les trois formes suivantes : 

Z* — h^=0 deux plans parallèles réels . 

Z' =0 deux plans confondus. 

Z* -|~ A^ = ^^^^^ 9^^ parallèles imaginaires. 

Conditions ponr qn*nne qnadriqne soit de révolntion. 

158. La considération des formes réduites obtenues dans le 
paragraphe précédent permet d'établir immédiatement le théo- 
rème suivant qui résout la question proposée. 

Théorème. — Pour qu'une quadrique soit de révolution, il faut 
et il suffit que V équation en S ait une racine double. 

En effet, quand une quadrique est de révolution, Taxe de révo- 
lution est un axe dé symétrie de la surface ; de plus, les sections 
par des plans perpendiculaires à cet axe sont des cercles. 

En exprimant cette propriété à l'aide des é(]uations réduites 

S4X« + SjY« + S3Z« + D4=:0 
S,Y« + S3Z«-f2C4X = 
SiY«+S3Z«+D4=0 

des quadriques de la première, de la deuxième et de la troisième 
classe, on vérifie immédiatement le théorème énoncé. 

Les quadriques de la quatrième et de la cinquième classe ne 
sont pas en réalité des surfaces de révolution, bien queTéquation 
en S qui leur correspond admette une racine double 81 = 82 = ^^ 
Cependant on peul, à la rigueur, regarder un système de deux 
plans parallèles (quadrique de la cinquième classé) comme une sur- 
face de révolution autour d*une quelconque des perpendiculaires 
communes à ces deux plans. 

159. Le théorème précédent peut être établi sans recourir aux 
formes réduites, en s*appuyant sur la proposition suivante : 

Théorème. — Pour qu'une quadrique soit de révolution, U faut 
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et il suffit quHl existe une valeur de S telle que la fonction 

soit un carré parfait. (Coordonnées rectangulaires.) 

1"* La condition est nécessaire. — En effet, la quadrique étant de 
révolution, son équation est de la forme 

ns,p)=:o 

en posant 

j:=:S{x^+y*-\-z^ — 2xoX — 2yoy'-2zoZ + d} 
F = uX'{-vy + wz-\-h. 

Cette équation devant être du second degré ne pourra conte- 
nir P qu'au second degré au plus, S qu'au premier degré, et ne 
renfermera pas le produit PS ; on aura donc identiquement 

?(x, y, z)=S{x^ + y^ + z^) + {ux + vy + wz)^ ; 

d'où 

>(x, y, z) — S{x^ + y^ + z^) = {ux-\-vy + wz)^. 

Cette relation montre que, pour une valeur convenablement 
choisie de S, la différence 

^{x,y,z)-S{x^ + y^ + z^) 
est un carré parfait. 

2^ La condition est suffisante. — En effet, si elle est remplie, 
on a identiquement 

<p(j:, y, i5) = S(x« + y« + a«) + (ttx-f ry +»»)*, 

et réquation de la quadrique prend la forme 

S(x«+y«+««)+(ttX+t;y+M;a)«+2Ca:+2C'y+2G'a+D=0. 

Son premier membre étant une fonction du premier membre 
de l'équation d'une sphère 2 et du premier membre de l'équation 
d'un plan, la quadrique est de révolution. 
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L'axe est la perpendiculaire abaissée du centre de la sphère 
sur le plan qui a pour équation 

ux-\-vy-\-wz = 0. 

Maintenant, d*après un théorème connu, on exprimera que la 
forme quadratique 

?(«,y,2)-S(rr« + y» + 2«) 

est un carré parfait en écrivant que tous les mineurs du pre- 
mier ordre de son discriminant A (S) sont nuls; donc S doit être 
une racine double de Téquation en S. 

Pour l'expression analytique de cette condition nous renverrons 
au paragraphe 142. 

160. Équations de Taxe. — Nous distinguerons plusieurs cas. 
d« BB'B'^0. — On sait qu'on a alors 

^-^ B"~ "F"~^ ~B^'' 

on en déduit 

^(af,y,«)-S(x« + y« + a«) = BB'B"(| + |, + |.,y. 

Les coordonnées du centre de la sphère £ sont d'ailleurs 

_C _C _C^^ 
S ~S S ' 

donc les équations de l'axe sont 

B(x+£) = ff(, + £) = B"(, + |). 

2» B' = F' = 0. — On sait qu'on a alors 

S = A (A' — A){A" — A)— B» = Oi 
on en déduit 
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Les équations de i*axe sont donc 

3* B = B' = B" = 0. — On sait qu'on a alors 

S = A'=A"; 
on en déduit 

?(«,», «)-S(x« + y» + 2«) = (A-.A>«. 
Les équations de Taxe sont donc 



CHAPITRE VI 



DIVABIANTS. 



161.. Nous nous proposons, dans ce chapitre, d'appliquer la 
théorie des invariants aux quadriques. 

Nous représenterons toujours par H le discriminant de la 
fonction 

+ 2Cxt + 2C'yt + 2C"%t + Dt^ ; 

par A celui de la fonction 

^ = Aa^ + A'y« + A"a« + 2By» + 2B'ax + 2B"xy; 

enfin nous désignerons par — M, P les coefficients de S' et de S 
dans l'équation en S développée. 
Cela revient à écrire cette équation de la manière suivante : 

ou bien à poser 

M = A + A'+A" 

P = A a' _ B« + a' a — b's -f AA' — b\ 



Théorème. — Une quadrique étant rapportée à des axes rectan- 
gulaireSj quand on passe de ce système d*axes à tout autre système 
d^axes rectangulaires, les fonctions 

M P A H 

conservent les mêmes valeurs. 
Considérons d'abord les trois fonctions 

M P A 
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qui ne dépendent que des coefiicients des termes de la fonction 9. 

Quand on transporte les axes, ces coefficients ne changent 
pas ; donc les trois fonctions précédentes conservent les mêmes 
valeurs. 

Reste à démontrer qu'il en est encore de même quand on 
change la direction des axes en conservant Torigine , ces axes 
restant d'ailleurs rectangulaires. 

L'équation en S s*obtient en égalant à zéro le discriminant de 
la fonction 

et l'on a démontré (G. P. 132) que les coefficients de cette équa- 
tion sont des invariants. 
Il en résulte que les fonctions 

M P A 

conservent les mêmes valeurs, car le carré du module de la 
substitution linéaire définie par les formules de transformation 

j; = aX+a'Y-f-a"Z 

2=yX+yY+r"z 

est égal à Tunité (14). 

Corollaire. — Une quadrique étant rapportée à des axes rectan- 
gulaires ; quand on passe de ce système à 'tout autre système taxet 
également rectangulaires y les racines de Véquation en S eofiservent 
les mêmes valeurs . 

En effet, les coefiicients de cette équation conservent les mêmes 
valeurs. 

Considérons maintenant la fonction H ; comme elle dépend des 
coefficients de tous les termes de la fonction f, on devra changer 
à la fois l'origine et la direction des axes. Cette transformation 
revient à faire, dans la fonction /*, la substitution linéaire définie 
par les formules 

Z=Vr + YX + y'Y + y"Z 

t =T. 



INVARIANTS 203 

Le carré du module de cette substitution étant égal à Tunité, 
il en résulte que H, qui est un invariant, conserve la môme va- 
leur après la transformation complète des coordonnées. 

162. Nous allons appliquer le théorème précédent à la réduc- 
tion d'une quadrique aux formes les plus simples, les deux sys- 
tèmes d'axes de coordonnées anciens et nouveaux étant supposés 
rectangulaires. 

Le problème se compose de deux parties : 

!• Trouver la forme des équations réduites ; 

2® Calculer les coefficients qui entrent dans les formes réduites 
et trouver les éq^Mions qui fixent la position des nouveaux axes ' 
par rapport aux premiers. 

163. Pour trouver la forme des équations réduites, nous nous 
appuierons sur le théorème suivant qui résulte de ce que Téqua- 
tion en S ne peut pas avoir trois racines nulles (142). 

Théorème. — Toute quadrique admet au moins un plan prtn- 
eipal situé à distance finie. 

Prenons ce plan principal pour plan des xy', Téquation de la 
quadrique prendra la forme 

a;'z«++(x'.î,')=o. 

La section de la surface par le plan des af^ est une conique C 
ayant pour équations 

En déplaçant les axes o'x', o'y" dans le plan x'o y' ^ ce qui n'altère 
poi Z, on ramènera Téquation de cette conique à la forme 

si elle est du genre ellipse ou du genre hyperbole. 
On la ramènera à la forme 

a'j« + 2C|X=0, 
si elle est une parabole. 
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On la ramènera à la forme 

si elle se compose de deux droites parallèles. 
On la ramènera à la forme 

2C'^Y = 0, 

si elle se compose de deux droites dont Vune est rejetée à ïinfinù 
Enfin y rëquation de cette conique pourra se réduire à une 
* constante D|. 

De ce qui précède il résulte que Téquation d'une quadrique 

peut toujours être ramenée à Tune des formes suivantes : 

I A^X«-fA'j« + A^'z« + Dj=0 

II A^Y« +AJ'Z« + 2G^X = 

III Aja |-A'^'z« + D^ = 

IV A'|z«-f 2CJ = 

V a'|z« + d^=o. 



164. Pour résoudre la seconde partie du problème, nous nous 
appuierons sur ce que la fonction H et les racines S|, S^, Sj de 
l'équation en S ne changent pas de valeur, quand on passe de la 
forme primitive fk Tune des formes réduites que nous désigne- 
rons par F. Nous aurons à distinguer cinq cas. 

• 

1® La quadrique appartient à la première classe. — La forme 
réduite est 

f=A4X«+a'j«-I-a'^'z« + d^=o, 

et l'équation en S qui correspond à F est 

(A,-S)(A;-S)(A;'-S)=0; 
on a donc 

\=^i a;=s, a;'=s,. 
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Pour calculer D|, égalons les discriminants des fonctions f 
et F ; nous aurons 

d'où 
L'équation de la quadrique est donc 

la surface est rapportée à trois axes de symétrie. 

Reste à trouver les équations de ces axes GX, CY, CZ par 
rapport aux axes primitifs ox, oy, o%. 

Pour cela, transportons d'abord l'origine au centre G (Xq^o^)» 
ce qui revient à rapporter la quadrique aux axes Cx', Gy', 62' res- 
pectivement parallèles aux axes primitifs; l'équation /'sO de- 
viendra 

?(x',y',»')fDi = 0. 

La forme de cette équation montre que, quand on passe des 
axes Cx', Gy', Go;' aux axes GX, GY, GZ, la fonction 

ti = 9 (X', »', 5') - S (X « + y'« + %^) 
devient 

tti = (S,-S)X» + (Sj-S)Y« + (S3-S)Z«. 

La fonction U| égalée à zéro représente deux plans quand on y 
remplace S par une des racines S4, S^, S3. 

Pour S = S| , ces plans se coupent suivant la droite GX. 

Pour 8 = 89, ils se coupent suivant la droite GY. 

Pour 8 = 83, ils se coupent suivant la droite GZ. 

Les axes de coordonnées sont ici GX, GY, GZ. 

Il résulte de cette remarque que l'équation ti = 0, pour les 
mômes valeurs de 8, représente des couples de plans se coupant 
suivant les mêmes droites, les axes de coordonnées étant main- 
tenant Cx', Gy', G«'. 
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Si Ton veut avoir les équations des droites CX, CY, CZ rap- 
portées aux axes primitifs ox, oy^ oz, il suffira de remplacer 
x', y\ z' par x — Xo , y — Vo, z — ^o ^^^^^ deux des équations 

«1^ = ^. = ^. = 
et d'y faire ensuite successivement 

2® La quadrique appartient à la deuxième classe. — La forme 
réduite est 

F = a',Y« + a''z« + 2C X = 0. 

w 

On a ici A = 0, une des racines S| de Inéquation en S est nulle 
et les deux autres S,, S3 sont données par l'équation 

(1) S« — MS + P = 0. 

On trouve, comme dans le cas précédent, 

^l = ^i ^1 = ^8^ 

puis en ég^alant les discriminants des fonctions /* et F on obtient, 
pour déterminer C|, la relation 

L'équation réduite de la quadrique est donc 



S,Y«+S3Z*±2Xy/— p=0. 

Remarque. — On trouve pour Cj deux valeurs égales et 
de signes contraires ; on démontrera, comme en géométrie 
plane (G. P. 134), que, donner à C| le signe du coefKcient Sg, 
revient à prendre pour axe des abscisses positives X la portion 
de la droite X'GX extérieure à la parabole principale située dans 
leplanYCX. 

La quadrique est rapportée à deux plans principaux et au plan 
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tangent au sommet C ; Taxe GX est Taxe de symétrie de la sur- 
face et les axes GY, GZ sont les tangentes au sommet G des deux 
paraboles principales. 

On obtiendra les équations de Taxe de symétrie GX en le con- 
sidérant comme Tintersection des deux plans principaux. 

L'intersection de cette droite avec la surface fera connaître les 
coordonnées Xq^ y^f Sq ^u sommet G. 

Pour avoir les équations des droites GY, GZ rapportées aux 
axes primitifs ox, oy, oz, il suffira, centime dans le cas précédent, 
de remplacer ic', y', i par x — Xq, y — y©» ^ — % d^i^s deux des 
équations 

u . = M . = tt , = 

jf ^ V 

obtenues en égalant à zéro les dérivées partielles de la fonction 

u = 9(x',î/',5')-S(a:'« + y'» + 5'«), 

et d'y faire ensuite successivement S =. S^, S = S3. 

3*» La quadriqae appartient à la troisième classe. — La forme 
réduite est 

m 

F = AjYH-Ajz«-i-Dj = 0; 

réquation en S a encore une racine nulle, et les deux autres S^, S3 
sont données par l'équation (1). 
On a comme précédemment 



a' — s^ 


tt 

A. — s,. 


I « 


i 3 



Dans le cas qui nous occupe, l'invariant H étant nul ne peut 
plus servir à calculer le coefAcient D|. 

Pour déterminer cette inconnue, remarquons que, quand on 
passe des anciens axes aux nouveaux, la fonction f devient 

donc la fonction f — D| devient 

SjY^ + S^Z*. 

Gette fonction étant égale à la somme des carrés de deux fonc- 
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tionB linéaires, tous les mineurs du premier ordre de son discri- 
minant 

A B" B' G 

B" A' B c; 

B' B A" C" 

G C G" T) — B^ 
sont nuls. 

Égalons, par exemple, à zéro le mineur relatif à l'élément A, 
nous aurons l'équation 



H.= 



A' B C 
B A" G" 
G' C" B — D^ 



= 0; 



d*où Ton déduit 



(AA" — B«)Dj = H^; 



cette relation fait connaître D|. 

La quadrique qui est un cylindre à base elliptique ou hyper- 
bolique, est rapportée à deux plans principaux et au plan d*uac 
section droite. 

La droite GX, qui est la ligne des centres du cylindre, est dé- 
terminée par deux des équations suivantes : 

/•;=o /•;=o f=o. 

Quant aux droites GY, GZ, on obtiendra leurs équations comme 
dans le cas précédent; seulement Xq^ y^, Zq désigneront ici les 
coordonnées d'un point quelconque de la ligne des centras. 

Invariant particulier aux cylindres. — En égalant à zéro 
les mineurs du déterminant H^ relatifs aux éléments A, A', A", 
on a les relations 

(A' A" — B«) D, = h' 

(A"a-b'«)D,=h;^, 

(A A' -B"»)D, = H;„ 
d'où l'on déduit par addition 

pd,=h'^+h;^+h;.. 
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Maintenant, si Ton désigne par fr^, c^ les carrés des demi«-axes 
de la section droite du cylindre, on a 



d*où 



et, par suite. 



D* dJ 

8483 P 



bcP\/P = H\ + H[,+H\„. 



Comme P est un invariant, on voit que, pour les cylindres 
elliptiques ou hyperboliques, la somme 

est un invariant. 

Cette proposition s*étend au cylindre parabolique, en regardant 
cette surface comme la limite d*un cylindre elliptique ou hyper- 
bolique. 

Nous désignerons cet invariant particulier par L ; on a alors 

et l'équalion réduite des cylindres elliptiques on hyberboliques 
devient 

i"* La quadrique appartient à la quatrième classe. — La forme 
réduite est 

aJz*+2c^y=o. 

Dans ce cas, A est nul ainsi que tous ses mineurs du premier 
ordre; donc, deux des racines S|, S^ de l'équation en S sont 
nulles, et la troisième S3 est donnée par l'équation 

(2) S — M = 0. 

11 U 
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On a 

aJ=S3==m. 

Pour calculer C , nous nous servirons de l'invariant L ; en le 
calculant pour la fonction F, nous aurons la relation 

L'équation réduite de la quadrique est donc 



MZ«±2Yy/-^=0. 



Remarque. — On trouve pour C^ deux valeurs égales et de 

signes contraires ; on démontrera, comme en géométrie plane 

(G. P. 134), que, donner à G^ le signe du coefficient M, revient à 

prendre pour axe des ordonnées positives Y la portion de la 
droite Y'GY extérieure à la parabole, section droite du cylindre. 

Ge cylindre est rapporté au plan principal XGY, au planZGX 
tangent le long de la génératrice GX située dans ce plan princi- 
pal et à un plan quelconque ZGY perpendiculaire à GX. 

La recherche des équations de ces trois plans ne présente au- 
cune difficulté. 

5"* La quadrique appartient à la cinquième classe. — La forme 
réduite est 

A;z« + D^ = 0; 

l'équation en S a encore deux racines nulles, et la troisième Sj 
est donnée par l'équation (2). 
On a donc 

1 3 

Les invariants précédemment trouvés étant nuls ne peuvent 
pas servir au calcul de D|, Pour déterminer cette inconnue, re- 
marquons que, quand on passe des anciens axes aux nouveaux, 
la fonction f devient 
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donc la fonction f — Di devient 

MZ«, 

et tous les mineurs du second ordre de son discriminant H| sont 
nuls. 

Égalons, par exemple, à zéro les mineurs obtenus en suppri- 
mant les lignes et les colonnes qui renferment les éléments 
Â'y Â'y nous aurons l'équation 



A G 

G D — D^ 



=0, 



d'où l'on déduit 

cette relation fait connaître D|. 

La quadrique qui se compose de deux plans parallèles est rap- 
portée au plan des centres XGY et à deux autres plans perpen- 
diculaires entre eux et au précédent. 

La recherche des équations de ces plans ne présente aucune 
difficulté. 

Remarque. — On a les trois relations 

AD^ = AD — C^ A'D4 = A'D — C« A"'D4 = AT)--G'«; 
d'où Ton déduit par addition 

MDj = MD — G« — g'« — G'«. 

Maintenant, si Ton appelle 2d la distance des deux plans pa- 
rallèles, on a 

Md» + D| = 
et, par suite, 

M»d« = G« 4- G'« + C"^ — MD. 

Gomme M est un invariant, on voit que, pour un système de 
deux plans parallèles, la fonction 

MD — G« — g'« — C'* 
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est un invariant. En le désignant par N, Téquation réduite sera 

165. De ce qui précède il résulte que la nature d'une quadrique 
rapportée à des axes rectangulaires quelconques dépend des six 
quantités 

M P A H L N. 



Les quatre premières M, P, A, H sont des invariants 
toutes les quadriques; la cinquième L est un invariant /Kmr les 
quadriques de la quatrième et de la cinquième classe^ enfin la 
sixième N est un invariant pour les quadriques de la eiwpàim 
classe. 



APPLICATIONS DIVERSES DES INVARIANTS 

D'UNE ftUADRIftUE. 

166. Soient 
Aa^ + A'y« + A''»« + 2By2 + 2B'a;j; + 2B'a;y + D|=0 

réquation d*une quadrique à centre unique rapportée à trois dia- 
mètres rectangulaires quelconques, et A, B, G les points où ces 
diamètres rencontrent la surface. On a 

1 A i A' 1 A' 



d'où 



ÔT D, ÔB* D, ôc* D, 



111 1 

:5 + =; + =; = -^(A + A'+A'). 



OA' OB • oa 



Quand on fait tourner les axes de coordonnées autour du 
centre 0, en les laissant rectangulaires, les quantités D| et 
A-f- A' 4- A' ne changent pas de valeur; donc la somme 



OA* OB' OC 
reste constante. De là résulte le théorème suivant : 
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Théorème. — Dans toute quadrique à centre unique la somme 
d^ carrés des inverses de trois diamètres rectangulaires quelconques 
est constante^ 

Corollaire. — V enveloppe des plans passant par les extrémités 
de trois diamètres rectangulaires d'une quadrique à centre unique 
est une sphère concentrique. 

En efiet, menons la hauteur OH du tétraèdre OABC, on sait 
que Ton a 

— = =^+=^ + — • 
ÔïP OA* OB* ÔC*' 

donc OH reste constant quand le trièdre trirectangle OABC se 
déplace en tournant autour de son sommet. 

Condition pour qu'on puisse placer un trièdre trirectangle 

sur un cône du second ordre. 

167. Théorème I. — Pour qu'on puisse placer un trièdre trirec- 
tangle sur un cône du second ordre ayant pour équation 

Ax« + A'y« + A'a« + 2Bya + 2B'ax4-2B"xy = 0, 

il faut et il suffit que Vinvariant 

M = A + A'+A' 

soit nul (Coordonnées rectangulaires.) 

l"* La condition est nécessaire. — Supposons en effet qu'on 
puisse placer un trièdre trirectangle sur le cône ; si Ton prend 
les arêtes du trièdre pour axes de coordonnées, l'équation du 
cône sera 

B^y% + B\xx-{-B[xy = 0. 

Pour ce système d*axes particulier, l'invariant M est nul ; donc 
il est également nul pour le système primitif. 

i^ La condition est suffisante. — Prenons pour axe des % une 
génératrice quelconque oG du cône ; son équation sera 

A^sfi + \\y^-{-2B^y% + 2B\%x + 2B[xy = 0. 
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La section du cdne par le plan zox^ dont les équations sont 

est une hyperbole équilatère ; car, par hypothèse, A -\- Â^ est 
nul. Cette section se compose donc de deux droites rectan- 
gulaires oA, oBy et les trois génératrices oA, oB, oC du côoe 
forment un trièdre trirectangle. 

Remarque. — La génératrice oC étant quelconque , on voit que 
si, sur un cône du second ordre, on peut placer un trièdre tri- 
rectangle, on peut alors en placer une infinité* 

Un pareil cône est dit équilatère et tous les hyperboloïdes dont 
il est le cône asymptote sont également dits équikUères. 

Condition pour qu'on puisse circonscrire un trièdre 
trirectangle à un cône du second ordre. 

168. Théorème IL — Pour qu'on puisse circonscrire un trièdre 
trirectangle à un c6ne du second ordre ayant pour équation 

Ax^ + A'y^ + A''z^ + 2Byz + 2B'%X'{-2B''xy = 0y 

il faut et il suffit que Vinvariant 

P = A'A'' — B« + A'A — b'« + AA' — b'« 

soit nul (Coordonnées rectangulaires.) 

i^ La condition est nécessaire, — Supposons en effet qu'il existe 
un trièdre trirectangle circonscrit au cône, et soit 

Ay + Ay + Ay^2B^yz + 2B\zx + 2B\xy = 

l'équation de cette surface, quand on prend les trois faces du 
trièdre pour plans de coordonnées. 
On aura 

a;a;-bJ=o a;aj-b;«=o A^a'^-B;»=0; 
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l'invariant P étant nul pour ce système d*azes particulier, il est 
également nul pour le système primitif. 

2^ La condition est suffisante, — Prenons pour plan des xy un 
plan T tangent au cône, on aura 

AA' — b'« = 0; 
comme, par hypothèse, l'invariant P est nul, on aura aussi 

A'A" — B« + A'A — B'« = 0. 

Cette relation montre que, si les plans 20X,2oy ne coupent pas 
le cAne suivant deux droites confondues, Tune des sections sera 
du genre ellipse et l'autre du genre hyperbole. 

Faisons tourner d*un angle droit le plan %ox autour de oz, le 
genre de la section du cône par ce plan changera de nature ; donc 
il y a, dans l'intervalle, une position du plan mobile pour laquelle 
la section sera du genre parabole, c'est-à-dire composée d'une 
droite double. 

Prenons cette position S du plan pour plan des zox^ alors 
A'A — B'* sera nul et par suite aussi A' A*' — B' ; le plan R des %oy 
sera donc tangent au cône. On voit que les trois plans R, S, T 
forment un trièdre trirectangle circonscrit au cône. 

Remarque. — Le plan tangent T étant quelconque, il en 
résuite que, si l'on peut circonscrire un trièdre trirectangle à un 
cône du second ordre, on peut en circonscrire une infinité. 

Il ne sera pas inutile de montrer que les deux théorèmes pré- 
cédents sont corrélatifs ; cette proposition résulte de la considé- 
ration des cônes supplémentaires. 

Cônes supplémentaires. 

169. Défiiaition. — Étant donné un cône G, le lieu des normales 
menées par le sommet S aux plans tangents est un cône G qui est 
dit supplémentaire du cône G. 

Réciproquement, le cône G est supplémentaire du cône C . 
Soient en effet P, P deux plans tangents au cône G, et SA, SA' 
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les normales correspondantes; la droite SD intersection des 
plans P, P sera perpendiculaire au plan ASÂ'. 

Si le plan P vient se confondre avec le plan P, la droite SD a 
pour limite la droite Sa génératrice de contact du plan P avec 
le cône G et le plan ASA' a pour limite un plan n tangent au 
cône C. 

Le cône G peut donc être considéré comme le lieu des normales 
menées par le sommet S aux plans tangents du cône G'. 

Problème. — Étant donnée Véquation 

Ax« + A'y« + A'2« + 2Bya + 2B'«x + 2B'xy = 

étun cAne du second ordre C, trouver Véquation du cône supplé- 
mentaire C. (Coordonnées rectangulaires.) 

La relation exprimant que le plan P ayant pour équation 

ux-\'Vy'{'WZ=^0 
touche le cône G, est 



A 


B" 


Bf 


u 


B' 


A' 


B 


V 


B' 


B 


A' 


w 


u 


V 


w 






= 0. 



ou, en développant, 

au'^ + a'v^ + a''w^ + 2bvfw + 2b'wu + 2b'uv = 0\ 

a, a\ a" représentant les mineurs principaux et fr, b\ V les mi- 
neurs secondaires du déterminant A. 

D'un autre côté, les équations de la normale, menée au plan P 
par le sommet du cône G, sont 

X y z 

u V w* 

l'équation du cône G' est donc 
Il est aisé de vérifier analytiquement que le cône G est de son 
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côté supplémentaire du cône G\ en se servant des identités 

AA = a'a'' — 1« B^ = b'b'' — ab 
Mêiz^aTa — fr'« B' ti = Vb —a'V 

\''l = aa' — fr"« B"à = b V —d'b". 

Remarque. — Il est évident que si Ton peut placer un trièdre 
trirectangle sur l'un des cônes, on peut circonscrire à l'autre un 
trièdre trirectangle ; les théorèmes I et II sont donc corrélatifs 
(167, 168). 

On pourra placer sur le cône G un trièdre trirectangle si la 
somme a-^a! -^al' est nulle; donc, dans la même hypothèse, on 
pourra circonscrire au cône G un trièdre trirectangle. La relation 
exprimant que le cône G jouit de cette propriété est donc 

A' A" — B« + A" A — b'« + AA' — b"« = ; 

on retrouve ainsi un résultat obtenu précédemment à l'aide des 
invariants. 

170. Problème. — Trouver la condition nécessaire et suffisante 
pour qu'un plan P, passant par le sommet d'un cône du second 
ordre G, cmipe la surface suivant deux droites rectangulaires. 
(Coordonnées rectangulaires.) 

Soient 

et 

uX'{'Vy-{'WZ=0 

l'équation du cône G et celle du plan P, l'origine étant au sommet 
du cône. 

L'équation du cylindre qui a pour section droite la section du 
cône G par le plan P s'obtiendra en éliminant p entre les deux 
équations 

p«(p (tt, V, w) + p (u (p^ + r*^f u;tp^) + ç (a:, », 2) = 
ttx + t^-f w;5 + (w*+t'* + w*)p = 0. 

En remarquant que l'on a identiquement 
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on obtient l'équation 

Il faut exprimer que les deux plans représentés par cette équa- 
tion sont rectangulaires ; pour cela il suffira d'exprimer que, sur 
ces deux plans, on peut placer un trièdre trirectangle. 

On obtient ainsi la relation 

(p (tt, V, w) = (A + A' + A") (u« + r« + u^«). 

171. Problème. — Trouver la condition nécessaire et suffisanU 
pour que les plans tangents menés à un cône du second ordre G par 
une droite D passant par son sommet soient rectangulaires. (Coor- 
données rectangulaires.) 

Soient 

~ = ^=- 

a p Y 

les équations de la droite D, l'origine étant au sommet du cône. 
A cette droite correspondra, dans le cône G' supplémentaire du 
cône G, un plan P passant par son sommet et, aux deux plans tan- 
gents au cône G passant par D, correspondront les deux généra- 
trices intersection du cône G' par le plan P. Si les deux plans 
tangents sont rectangulaires, les deux génératrices seront reo 
langulaires et réciproquement. 

Pour résoudre le problème proposé, il suffit donc d'appliquer 
au cône G' le résultat obtenu dans le problème précédent. 

En représentant par 

^(x,y,z) = 

réquation du cône G', la relation cherchée sera 

^ («, P, y) = (û + a' + a") (a« + p« + Y«). 

PROPRIÉTÉS DES DIAMÈTRES CONJUGUÉS 
D'UNE QUADRIQUE A CENTRE 

172. La théorie des invariants, étendue aux coordonnées obli- 
ques, va nous permettre d'établir, pour les quadriques à centre 
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unique, des théorèmes analogues aux théorèmes d'Apollonius 
démontrés en géométrie plane. 

Supposons, pour fixer les idées, que la quadrique soit un ellip- 
soïde. Soient 

X» Y« Z« 
a* ' p* c* 

réquation de cette surface" rapportée à ses axes de symétrie, et 

a« fr« c» 

son équation quand elle est rapportée à trois diamètres conju- 
gués faisant entre eux des angles X, jx, v. 

Quand on passe des axes oX, oY, oZ aux axes ox, oy, oz, le 
terme constant — i ne change pas ; donc la fonction 

X« Y« Z» 



devient 






D'un autre côté la fonction 

X« + Y« + Z« 
devient 

x' + y* + a* + 2y»cos \-\-2zx cos [x + 2xy cos v. 

Maintenant, d'après un théorème démontré (O. P. 132), les 
équations en S obtenues en égalant à zéro les discriminants des 
deux fonctions 

4>-i(X» + Y« + Z«) 

1 

^''^{x^-\-y^ + *^-{'^yzcos'k-\-2%xcos[i,'^2xy cosv) 

è 

sont identiques. 
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Ces deux équations sont 



[a* s)\b* S/lc» sj~^ 



(«'. sJV. s)(c', s; ^ • 



COS X COS [X COS V 



s» 



OU bien 

(S — a»)(S — fc«)(S-c«)=0 



— a«fr«c«û=0. 



En les identifiant, on obtient les relations 



(8) j fc'«c«6in«A+c«a'«8in«[jL+a«fc»sin«v=J«c»+c«a«4-a«fr» 

d*oii résulte le théorème suivant : 

Théorème I. — Dans un ellipsoïde : i"* la somme des carrés de 
trois diamètres conjugués est constante; 2"* la somme des carrés des 
faces du parallélipipède constmit sur trois diamètres conjugués est 
constante; 2"" le volume de ce parallélipipède est constant. 

Remarque. — Pour interpréter la troisième des relations (S), 
on s*est servi de la signification géométrique de la quantité ù 
donnée au paragraphe 9. 

173. Diamètres conjugués égaux de rellipsoide. — Si l'el- 
lipsoïde admet des diamètres con.ugués égaux^ en désignant par 
2a' leur longueur commune, on aura 

les extrémités des diamètres conjugués égaux se trouveront donc 
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à l'interseclioD de r^llipsoïde avec la sphère ayant pour rayon 



v/ 



a« + fr« + c» 



En retranchant de Téquation de l'ellipsoïde 
celle de la sphère mise sous la forme suivante 

on obtient l'équation 

2a« — 6« — c« . , 2ft«_c«— a« . , 2c« — a» — 1« , ^ 

Elle représente un véritable cône, car on a 

2a« — fr«— c«>0 et 2c«— a« — fr«<0 

en supposant, ce qui est permis, a>>fr>>c. 
Les génératrices de ce cône F sont des diamètres de l'ellip* 

solde ayant pour longueur 21/ — 

Reste à démontrer qu'on peut associer trois à trois les généra- 
trices du cône de manière à former un système de trois diamètres 
conjugués. 

Soit OC une génératrice quelconque du cône et G' le point où 
elle rencontre l'ellipsoirie; le plan diamétral conjugué de OC 
coupe l'ellipsoïde suivant une ellipse qui admet deux diamètres 
conjugués égaux OA', OB'. Les trois diamètres OA', OB', OC 
forment d'ailleurs un système conjugué par rapport à l'ellipsoïde; 
on a donc 

2ÔÂ* + ÔC^ = a« + fc«4-c«, 
d'où 

a' + ** + c« 



0A"== 



3 
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Cette relation montre que les diamètres 0Â\ OB' sont des gé- 
nératrices du cône F. En résumé les trois droites OA', OB', OC 
forment un système de diamètres conjugués égaux de l'ellipsoïde. 

La génératrice OC étant quelconque^ il y a, dans rellipsoîde, 
une infinité de systèmes de diamètres conjugués égaux. 

Remarque. — On pourra vérifier dans la suite que le cône F 
est homoq/clique à l'ellipsoïde, c'est-à-dire que les deux surfaces 
sont coupées suivant des cercles par les mêmes plans. 

174. Pour passer du cas de l'ellipsoïde à celui de l'hyperboloïde 
à une nappe, il suffit de changer c et d en ci et c'i ; les relations 
(3) deviennent 

a«-f6'â_c« = a« + fr» — c« 
fr*c*sin*X4-c*a« sin* (x — a * fr * sin* v == fr* c' + c* a* — aH^ 

a'b'c' \/Q=abc. 

Pour passer du cas de l'ellipsoïde à celui de rhyperboloïde à 
deux nappes, il suffira de changer a, a!, 6, V, en au di, bi, b'i, ce 
qui donne des relations analogues aux précédentes. 

L'interprétation géométrique de ces deux groupes de relations 
ne présente aucune difficulté. 

175. On peut démontrer les propriétés des diamètres conjugués 
d'une quadrique à centre sans s'appuyer sur la théorie des inva- 
riants , en se servant des relations qui expriment que trois dia- 
mètres sont conjugués (151). 

Nous supposerons d'abord que la quadrique est un ellipsoïde. 

Soient OA', OB', OC trois diamètres conjugués, a', b\ d leurs 
demi-longueurs et (x, y, a), (X|, y|, ^i), (Xj, y,, z^) les coordon- 
nées de leurs extrémités A', B', G', la surface étant rapportée à 
ses axes de symétrie. 

On aura les relations 

a^^b^^c^ a* ^ t« ^ c« 

fî4-?î4.i-i £fi4_Mi4.i!L-a 

a«^fr«^c«" a« ^ ft« ^ c« ■" 
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qui deviennent 

«« + P» + T* = 1 «'*" + P'P" -r t'y" = 

(4) «'i + p'« .^ ^'« = 1 (5) a"« + p"p + y Y = 

a''*+p'«4-/» = l aa' + pp' + yy' =0 

en posant 



(6) 



X 

— — a 


î ? 


Aï 


a 


b ^ 


C 


^' ,' 


y. g, 


?1 


a 


t ' 


C 


-* = a" 


y» a" 


b 


a 


* '^ 


c 



= r 



V 

t 



= Y 



n 



Les relations (4) et (5) sont justement celles qui lient les neuf 
cosinus que trois directions rectangulaires font avec trois axes 
de coordonnées supposés rectangulaires ; donc les neuf quan- 
tités 

(«, P,y) («',?', y) («%r,/) 

satisfont aux relations obtenues en appliquant au tableau 



a 


P 


Y 


«' 


P' 


1 
ï 


a" 


P" 


II 

r 



le théorème démontré au paragraphe 14. 

Chaque diamètre de l'ellipsoïde détermine, à partir du centre^ 
deux directions opposées ; nous supposerons que l'on a choisi 
les directions OA', OB', OC, de telle sorte que le trièdre trirec- 
tangle défini par les neuf cosinus (a, p, y), (a', p', y) {a", p', y") 
et le trièdre formé par les axes des coordonnées positives soient 
de même sens. 
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nous aurons alors les relations 

P^ + r + r = i 



py-yp" p'i-y'p h' 



è' 



=1 






P Y 
P' Y' 



,» fe* 



= 1. 



OÙ, en tenant compte des égalités (6), les relations 



I 



* I i I > La 



k 



frc 



II yi»j— «,y»=-« yja— «ay=-*i 



yai — â»i 



"— Xa 

a 



m 



X 

x^ 



y 
yt 



z 



^1 



= abc 



Les relations (I) donnent le théorème suivant : 

Théorème II. — La somme des carrés des projections des Ion' 
gueurs de trois- diamètres conjugués d*un ellipsoïde sur un axe de 
la surface est constante et égale au carré de cet axe. 

En ajoutant membre à membre les relations (I) et désignant 
toujours par a\ b', d les longueurs 0Â\ OB', OC, on obtient 
réquation 

a«-f i'«+c'« = a« + fc« + c« 

qui démontre la première partie du théorème I (172). 
Pour interpréter les relations (II), représentons par S , S , S^ 

les projections, sur le plan principal yoz, des faces du paraliéli- 
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pipède construit sur les trois diamètres coojug^ués OA', OB', OC ; 
en ajoutant membre à membre les relations (II), après les avoir 
élevées au carré, nous aurons l'équation 

S« + s'« + 8'« = fr«c« 

qui donne le théorème suivant : 

Théorème III. — La somme des carrés des projections^ sur un 
plan principal^ des faces d'un parallélipipède construit sur trois 
diamètres conjugués éCun elUpsoîde est constante . 

Si Ton ajoute membre à membre les relations obtenues en 
appliquant le théorème précédent aux trois plans principaux, on 
a, entre les faces S, S', S* du parallélipipède, l'équation 

S« + s'« + s'* = fr«c« + c«a« + a«fr« 

qui démontre la deuxième partie du théorème I (172). 

Enfin la relation (III) démontre la troisième partie du même 
théorème. 

176.. Quelques considérations préliminaires sont nécessaires 
pour permettre d'appliquer Tanalyse précédente aux hyperbo- 
loîdes. 

Hyperboloides conjugués. ^ Deux hyperbolo'ides sont dits 
conjugués, lorsque chacun d'eux a pour sommets réels les sommets 
imaginaires de Vautre. 

L'équation d'un hyperboloïde G rapporté à ses axes étant 

X« Y« Z* 

— -L.J: ± — 1=0. 

celle de Thyperbololde conjugué G' sera 

X« Y* Z« 

±. + i^_fL 4-1=0. 
a« ^ b^ c« ' 

Problème. — Étant donnée Féquation f{Xy y,z) = d'un hyper- 
boloïde G rapporté à des axes quelconques, trouver celle de Vhyper- 
boloide conjugué G'. 

II 15 
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L*hyperboloïde G' a le même cône asymptote que Thyperbo- 
loïde G ; donc son équation ne différera de celle de l'hyperboloïde 
G que par un terme constant et sera de la forme 

Pour déterminer D^, remarquons que^ H étant le discrimioant 
de la fonction f, et H^ celui de la fonction /*4-Di> on a 

H, = H — ADi, 

en représentant par A le discriminant commun des fonctions for- 
mées par les termes du second degré dans les fonctions f et 

D*un autre côté, quand on rapporte les deux hyperboloîdes à 
leurs axes de symétrie, les fonctions /* et [-{-Di deviennent res- 
pectivement 

et les discriminants de ces fonctions sont 



Appelons M le module de la substitution linéaire par laquelle 
on passe des axes primitifs oXy oy, o% aux nouveaux axes OX, 
.OY, OZ ; le discriminant d*une fonction du second degré étant 
un invariant (G. P. 131)^ nous aurons les relations 



d'où Ton déduit 



".=x 



Règle. — Pour former V équation de Vhyperboloïde conjugué G\ 

2H 
il suffit d'ajouter la quantité — au premier membre de V équation 

de Vhyperbolo'ide G. 
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Diamètres imaginaires d*un h]rperboloide. — Parmi les 
diamètres d'un hyperboloïde, il y en a qui sont imaginaires, 
c'est-à-dire qui rencontrent la surface en des points imaginaires. 

Nous nous proposons de définir Vextrémité et la longueur d*un 
pareil diamètre. 

Soient 

X» Y« Z« 

réquation d'un hyperboloïde rapporté à ses axeS; la quantité t 
étant égale à + i ; et 

X_Y Z 

celles d'un diamètre imaginaire OC. 

En cherchant les solutions communes aux équations précé- 
dentes, on obtiendra pour X, Y, Z des valeurs purement imagi- 
naires, c'est-à-dire de la forme 

X = ui Y = vi Zz=2wi. 

Le point réel G' ayant pour coordonnées u, v, w est sur le dia- 
mètre considéré, car les équations 



donnent 



ut 


Vt 


Wt 


a 
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W 


— ~ 


^z ^ ^zz 


^ «^^ 9 
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p 


Y 



Ce point C est appelé Vextrémité du diamètre imaginaire, et 
sa distance au centre de la surface est la demi-longu^eur de ce 
diamètre. 

En exprimant que les quantités ui, vt, wi satisfont à Téquation 
de rhyperboloïde, on obtient Téquation 

M* , v* M»* 
d'oii résulte le théorème suivant : 
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Théorème. — Les extrémités des diamètres imaginaires d'un 
hyperboloîde sont sur Vhyperbolo'ide conjugué. 

177. Revenons maintenant à Tétude des propriétés des dia- 
mètres conjugués d'un hyperboloîde, et, pour fixer les idées, sup- 
posons que la surface soit un hyperboloîde à une nappe. 

Si OA', OB', OC sont trois diamètres conjugués, Tun d'eux, 
OC, sera imaginaire, et les coordonnées (x, y, 2), (X|, j^, 2|), 
(Xf, y^f %) de leurs extrémités A', B', G' satisferont aux rela- 
tions 



x« , y* z^ 
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Si Ton pose 
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les neuf quanti tés (a, p, y), (a', p', y'), (a", p", y") satisferont aux 
relations (4) et (5). 

On achèvera le reste du calcul comme dans le cas de Tellip- 
solde 
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EXERCICES. 



1<* Trouver la nature des quadriques représentées par les équations sui- 
vantes : 

«• — a* + 2ya; — 23« + îary — 2« + 8y + X = 

«■ + »• — 2xy — 2y — 2a? + X = 

(X + l)x* + y« + X«« — 2Xaa; + 2xy 4- 2Xa: — 2(X + !)« + >+ 1 = 

a:* + Xy* + (X + l)a* — 2Xyaf — 2a:5 + 2x — 2a + X = 

(2X«— 2X+S)a:»+X(X4-l)y*+(X+l)«*— 2(X+l)y«+2(X*— l)j?y+2(X— «)« 

= X» — 3X« — 4X + 11 
(X— l)a:*+(X«— X—i)y«+X(X— 2)««— 2X(X— 2)ya+2(X— l)«y+2(X+l)x=0 

2Byz + 2B'zx + ^B"xy + D = 

(«4-y)« — (8j? + y + 2)' + 8aî + 4y + 2« — 7 = 

(a: + y + 5 — l)« + (3aj — 2y + Jj — 2)« + (a:— 4y — «)«-l = 

(3j; + 2y — »)• — (a; + 2y + *)* + (ir + y — !)• — 1 = 

(j? + y — «)• — S(2a; + «)* + (3a; + y)« = l 

(2« — 6y + 85 — 1)« — (a; — 3y + 4a)* + (4x — 12y + l)« = 

(« + y)(3ar — y + z) + 2x — 2y + a = 0. 

2* Étant donné un tétraèdre OABC dans lequel Tangle trièdre est droit, 
trouver Véquation générale des quadriques qui, passant par ses sommets, 
sont coupées par la face OAB suivant une circonférence de cercle et par les 
faces OBC, OAC suivant des hyperboles équilatères. — Trouver le lieu des 
centres de ces quadriques et, sur ce lieu, séparer les parties qui correspon- 
dent à des hyperboloïdes à une nappe de celles qui correspondent à des hy- 
perboloïdes à deux nappes. 

8* Étant données deux quadriques, trouver, par l'analyse, une direction de 
cordes telle que les plans diamétraux correspondants dans les deux surfaces 
soient parallèles. 

Démontrer que si la courbe d'intersection des deux quadriques a quatre 
asymptotes, ou n'en a aucune, le problème a trois solutions. 

Si la courbe d'intersection a seulement deux asymptotes, le problème n'a 
plus qu'une solution. 

4* Si l'on considère, dans une quadrique à centre, deux systèmes de dia- 
mètre» conjugués, le volume du parallélipipède construit sur deux diamètres 
du premier système et un diamètre du second est égal au volume du parallé- 
lipipède construit sur les trois autres diamètres. 

5* Étant donnés deux ellipsoïdes la somme des carrés de trois diamètres 
copjngués du premier, divisés par les carrés des diamètres du second, qui 
leur sont respectivement parallèles, est constante. — Examiner le cas où l'un 
des deux ellipsoïdes devient une sphère. 

6* La somme algébrique des carrés des projections de trois diamètres con- 
jugués d'une quadrique à centre sur une droite quelconque D, parallèlement 
à un plan quelconque P, est constante. — Cas où le plan P est parallèle à un 
plan tangent du cône asymptote. 
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(On pourra rapporter la quadriqueà trois diamètres coi^ugués dont Ton 
coïncidera avec la droite D.) 

7* La somme algébrique des carrés des projections des faces du panllâi- 
pipède construit sur trois diamètres conjugués d'une quadrique à centre sar 
un plan quelconque P, parallèlement à une droite quelconque D, est cons- 
tante. — Cas où la droite D est parallèle à une génératrice du cône asymp- 
tote. 

(On pourra rapporter la quadrique à trois plans diamétraux coigugués dont 
l'un coïncidera avec le plan P.) 

8* Les plans tangents à une quadrique, aux extrémités de trois demi-dia- 
mètres coi\jugués, rencontrent un diamètre fixe eu trois points dont les dis- 
tances au centre de la surface ont la somme des carrés de leurs valeors 
inverses constante. 

9* Les faces du parallélipipède construit sur trois demi-diamètres cooja- 
gués d'une quadrique à centre, rencontrent un plan fixe suivant six droites 
parallèles deux à deux, et qui, prises quatre à quatre, déterminent trois ps- 
rallélogrammes. La somme des valeurs inverses des carrés de ces trois 
parallélogrammes a une valeur constante, quel que soit le système des trois 
diamètres conjugués. 

10* Trouver les plans principaux des surfaces suivantes : 

z*--^mxy ± 1=0. 
^" + y* + 2^' + 2xy — 1 = 0. 
P*iQ« = a% 

P et Q étant des fonctions linéaires. (Ou pourra chercher les plans bissec- 
teurs des plans asymptotes réels ou imaginaires de ces dernières surfaces.) 

(a«-f *y + c2)« + 2Cj; + 2C'y + 2C"« + D = 0. 

(On pourra procéder de la manière suivante : on mettra l'équation ds la 
surface sous la forme 

(aa; + *î^-h« + >)*+2(C — Xa)a;+2(C'-X^)y+2(C"— Xc)« + D-X'=0 
et Ton exprimera que les plans ayant pour équations 

ax + by ■{-cz = (G — Xa)a: + (G' — X*)y + (0"— Xc)» = 

sont perpendiculaires). 

11* Trouver les équations de l'axe d'un paraboloïde. 

CLes trois plans du centre sont parallèles à une même droite D qui donne 
la direction de l'axe ; on aura les équations de cet axe en le considérant 
comme le diamètre conjugué du plan perpendiculaire à la droite D.) 

12* Les directions principales d'une quadrique sont définies par les équa- 
tions 

9, 9y 9, 



qui, associées deux à deux, représentent trois cônes. 
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Démontrer, sans faire nsage d'une inconnue auxiliaire S, que ces cônes ont 
trois génératrices communes formant un trièdre trirecta'ngle. 

Retrouver par la considération de ces trois cônes, les conditions nécessaires 
et suffisantes pour que la quadrique admette plus de trois directions prin- 
cipales. 

(Pour résoudre la première partie de cette question, ou montrera d'abord 
que les trois cônes ont au moins une génératrice commune réelle et ensuite 
que l'on peut prendre cette génératrice pour un des axes de coordomiées.) 

13* Démontrer que les racines des équations en S qui correspondent à deux 
cônes du second ordre et supplémentaires, sont liées par la relation 

S*=A. 

Appliquer ce résultat à la vérification analytique de la propriété suivante 
Les deux cônes supplémentaires ont les mêmes plans principaux. 
14* Les équations 

(ax + by +CZ)* +{a'x + lf'y + e'z)* + (a"x + b"y + c"z)* = d^ 
[ax + a'y + a"z)* + [bx + b'y + b"z)* + {cx +(fy +c"z)* = d^ 

représentent des ellipsoïdes égaux. (GoordonnéeB rectangulaires.) 
15* Étant donné dans Tespace un système de n points A^(a;j, ^i*, z^) à 

chacun desquels correspond un paramètre m^, et rapportés à des axes rec- 
tangulaires ox, oy, oz; démontrer que, pour chaque point o de l'espace, 
existe trois axes rectangulaires oX, oY, oZ tels que l'on a 

SmYZ = SmZX = £fiiXY=0. 

(Les formules qui permettent de passer des axes ox, oy, oz aux axes 
oX, oY, oZ étant 

a; = aX + a'Y + a"Z 
y=pX+p'Y + p"Z 

.2 = tX+t'y + t"Z; 

si l'on pose 

A = X:ma;« A' = 2my« A" = i:mz* 
B = j:myz B' = Sm3« B" = Emxy 
9 = Aaf + A'y« + A"«* + 2By« + 2B';5a?+2B"«y, 

on trouvera les relations de condition 

SmYZ = j(«" V -f p"?;, + fip'^) = 

2OTZX=j(a 9^r*+p 9prf + T 9'y») = 

SmXY=l(«'9'. +P'?; +T'9;) = 0. 

En joignant à ces relations celles qui lient les neuf cosinus (a, p, y)> 
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(«'* ?f t')> ('"« t^"i l")y ^^ obtiendra les équations 
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On sera ramené à considérer l'équation en S.) 

Nota. — Dans tous les exercices relatifs aux plans principaux, on suppo- 
sera les axes de coordonnées 4'ectangulaires. 

16* Le lieu des centres des moyennes distances des points d'intersection 
d'une surface algébrique avec une sécante quelconque parallèle à une direc- 
tion donnée est un plan que nous appellerons plan diamétral. 

Trouver les conditions nécessaires et sufûsantes pour que, quelle que soit 
la direction donnée, ces plans diamétraux soient parallèles à une même droite ; 
parallèles entre eux ou confondus. 

17* Dans une surface algébrique d'ordre m, le lieu des milieux des cordes 

lll(lM — 1) 

parallèles à une direction donnée est une surface de l'ordre , qoe 

l'on appelle surface diamétrale. 

Quand la surface est du troisième ordre, la surface diamétrale est du même 
ordre ; pour que cette surface diamétrale se décompose en un plan et une 
quadrique, il faut et il suffit que la surface donnée se décompose elle-même 
en un plan et une quadrique quand les cordes ne sont pas parallèles à une 
direction asymptotique. 

Examiner le cas oii les cordes sont parallèles à une direction asymptotique. 

18* Quand on passe d'un système d'axes obliques à un autre système d'axes 
également obliques, les quantités 

M P A^ H 
ïl û Û Û 

conservent les mêmes valeurs. (M et P sont les coefficients de — S* et S dans 
l'équation S.) 
19* Appliquer la théorie des invariants à l'équation 

àe ca aà 

qui représente un hyperboloîde rapporté à trois génératrices du cône asymp- 
tote et en déduire les propriétés suivantes : 

Dans un hyperboloîde à deux nappes, si l'on considère toutes les pyramides 
ayant pour sommet le centre de la surface et pour base un triangle inscrit 
dans le cône asymptote et circonscrit à une des nappes de la surface : 1* La 
somme des carrés des arêtes latérales diminuée de la somme des carrés des 
côtés de la base est constante ; 2* la somme des carrés des faces latérales 
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dira innée du carré de la base est constante ; 3* le volume de ces pyramides 
est constant. 

Les propriétés précédentes restent vraies pour un hyperboloîde à une 
nappe, si l'on prend pour base des pyramides un triangle inscrit dans Thy- 
perboloîde et circonscrit au cône asymptote. 

Remarque. — On devra commencer par démontrer les deux théorèmes 
suivants : 

théorème I. — Dans un hyperboloîde à deux nappes^ il existe une infinité 
de plans coupant la surface et le cône asymptote suivant des ellipses E, E^ 
telles qvConpeut circonscrire à t ellipse E des triangles inscrits dans V ellipse E^. 

Théorème II. — Dans un hyperboloîde à une nappe^ il existe une infinité 
de plans coupant la surface et le cône asymptote suivant des ellipses E, E^, 
telles qu'on peut inscrire à V ellipse E des triangles circonscrits à Vellipse E^. 

20* Pour qu'on puisse placer sur le cône ayant pour équation 

Aa* 4- AV + A"*« + 2Byi + 2B'i« + 2B"a:y = 

trois droites parallèles à trois diamètres conjugués de Tellipsoïde représenté 
par l'équation 

•c* y* z* 

il faut et il suffit que l'on ait la relation 

Afl« + A'*« + A"c« = 0. 

Pour qu'on puisse circonscrire au même cône un trièdre dont les faoes sont 
parallèles à trois plans diamétraux conjugués du même ellipsoïde, il faut et 
il suffit que l'on ait la relation 

A'A" — B« A"A — b'« . AA' — B"* 



a— + '-^^+—?— = '' 

Montrer que, si l'une ou l'autre de ces deux propriétés est vraie pour un 
seul trièdre, elle est vraie pour une infinité de trîèdres. 

21* Un trièdre trirectangle tourne autour de son sommet ; trouver l'en- 
veloppe du plan P qui passe par les points A, B, C oii ses arêtes rencontrent 
une quadrique donnée. 

Quand le sommet est sur la quadrique, le plan P passe par un point fixe M 
situé sur la normale à la quadrique, au point 0. — Trouver le lieu des 
points M, le point se déplaçant sur la quadrique. 

22* Résoudre les questions précédentes en substituant au trièdre trirec- 
tangle un trièdre dont les arêtes sont parallèles à trois diamètres conjugués 
d'un ellipsoïde donné. 

28* Démontrer les deux théorèmes suivants qui ramènent certaines ques- 
tions de géométrie dans l'espace à des questions analogues de gétmétrie 
plane. 

Théorème I. •— Si un théorème vrai pour trois axes rectangulaires OA, 
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OB, OC subsiste encore quand on remplace deux des axes OA, OB par deux 
autres aussi rectangulaires et situés dans le plan perpendiculaire sur OC ; 
nlors le théorème est tfrai pour tous les axes rectangulaires passant par le 
point 0. 

Théorème II. — Si un théorème vrai pour trois diamètres cor^ugués OA, 
OB, OC d^une quadrique subsiste encore quand on remplace deux de cee ditt- 
mètres OA, OB par deux autres également conjugués et situés dans le plan 
diamétral conjugué de OC ; alors le théorème est vrai pour trois diamètres 
conjugués quelconques. 

Application à la démonstration des propriétés des diamètres conjuguée, à 
la solution des questions 21 et 22 et à la démonstration de la propriété sui- 
vante : 

Théorème. — Dans une quadrique la somme des carrés des inversée de trois 
diamètres rectangulaires est constante, 

24* Lieu des sommets des cônes de révolution ayant pour base une conique 
donnée. 

25* Étant donné un ellipsoïde de révolution allongé, le cône qui a pour som- 
met un des foyers de Tellipse méridienne et pour base une section plane 
quelconque est de révolution. 

26* Étant donné un ellipsoïde de révolution aplati, le cône qui a pour som- 
met un des foyers d'une ellipse méridienne et pour base une section de la 
surface par un plan passant par la directrice qui correspond à ce foyer est 
de révolution. 

27* Etant donné un cylindre parabolique, le cône qui a pour sommet le 
foyer d'une section droite et pour base une section de la surface par un plan 
passant par la directrice de cette section droite est de révolution. 

28* Une quadrique dont l'équation est symétrique par rapport aux coor- 
données X, y, Zj est de révolution, pourvu que les axes de coordonnées 
fassent entre eux des angles égaux. 
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ÉTUDE DES QUADRIQUES SUR LES ÉQUATIONS RÉDUITES 



CHAPITRE PREMIER 

DES SECTIONS PLAIDES EN «ÉNÉRAL. 

178. Les sections planes d'une quadrique sont des coniques ; 
nous allons d'abord chercher le genre de la conique pour les dif- 
férentes quadriques et les différentes positions du plan sécant. 

Il suffira pour cela de déterminer le genre de la projection de 
la section sur un des plans de coordonnées, car une conique et 
sa projection sur un plan sont évidemment du même genre. 

l"" Ellipsoide. — L*équation de la surface rapportée à ses axes 
de symétrie est 

si l'on coupe la surface par le plan 

la projection de la section sur le plan xoy aura pour équation 

x^ y* (ux + vy + h)* 

Le genre de cette projection dépend du signe de la quantité 

k = — a« u» — t«t;« — c«m;* 
qui est toujours négative. 
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Les sections planes d'un ellipsoïde sont donc toutes du genre 
ellipse. 

2^ Hyperboloîdes. — L'équation de ces surfaces rapportées 
aux axes de symétrie est 

On a alors 

k = a«tt« + ft«t;> — c«u;«; 

cette quantité pouvant être négative, nulle ou positive , les sec- 
tions planes d'un hyperboloïde pourront être du genre ellipseï du 
genre parabole ou du genre hyperbole. 

3* Paraboloîdes. — L'équation de ces surfaces rapportées aux 
deux plans principaux et au plan tangent au sommet est 

^ + - — 2x = 0. 

Supposons d'abord le plan sécant non parallèle à Taxe de la 
surface, son équation sera 

ux-\-'Vy-]-wZ'\-h = 0, 
et la projection de la section sur le plan yoz aura pour équation 

On voit que tout plan, non parallèle à l'axe, coupe le parabo- 
loïde elliptique suivant des courbes du genre ellipse et le parabo- 
loïde hyperbolique suivant des courbes du genre hyperbole. 

Supposons maintenant le plan sécant parallèle à l'axe de la 
surface, son équation sera 

vy'{'WZ-\'h = 
et la projection de la section sur le plan xoy aura pour équation 

\p «/ — q —q 
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Calie projectioa est une parabole ; donc tout plan parallèle à 
l'axe d'un paraboloïde coupe la surface suivant une parabole. 
Le paramètre de la parabole projetée a pour expression 

P = 



— -+- — 



il est indépendant de h ; donc tous les plans parallèles entre eux 
et à Taxe d'un paraboloïde coupent la surface suivant des para* 
boles égales . 

Remarque. — Ce qui précède cesse d*ètre vrai quand, la sur- 
face étant un paraboloïde hyperbolique, on a 

-^± — = 0; 

y/p Vq 

la section se compose alors d'une seule droite et le plan sécant 
est un plan diamétral singulier (187). 

179. Nous allons maintenant faire connaître deux propriétés 
des sections planes d'une quadrique, qui nous seront souvent 
utiles. 

Théorème l. ^ Les sections d'une quadrique par des plans pa- 
rallèles sont des courbes homothétiques. 

Soit 

l'équation de la quadrique rapportée à des axes quelconques. 

Les axes étant quelconques, on peut, sans particulariser la ques- 
tion, supposer le plan sécant parallèle au plan xoy.Si son équa- 
tion est 

celle de la projection de la section sur le plan xoy, projection 
qui est égale à la section, sera 

f(x,y,A) = 0. 

Quand h varie, les cojfflcients des termes du second degré. 
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dans l'équation précédente , ne changent pas ; donc toutes les 
sections ainsi obtenues sont des courbes homothétiques. 

Théorème II. — Si Von coupe un hyperboMde et son cône 
asymptote par un même plan : 

l"" Les sections sont des courbes homothétiques; 

2"" Si ces sections sont à centre^ elles sont concentriques ; 

S"* Si ces sections sont du genre parabole^ leurs paramètres sont 
égaux. 

Supposons encore, comme dans le théorème précédent, les 
axes quelconques et le plan sécant P parallèle au plan xoy ; les 
projections, sur ce plan, des sections de l'hyperboloïde et de son 
cône asymptote par le plan P seront égales aux sections corres- 
pondantes, et auront pour équations 

f(x,y,h) = 
f{x,y. A)— -=0. 

Ces deux équations ne différant que par les termes indépen- 
dants des coordonnées, le théorème est démontré. 

On sait, en effet, que les coordonnées du centre d'une conique 
du genre ellipse ou du genre hyperbole, ainsi que le paramètre 
d'une parabole ne dépendent pas du terme tout connu qui entre 
dans leur équation. 

180. Le théorème II permet de déterminer facilement la nature 
de la section d'un hyperboloïde par un plan P. 

Transportons le plan P au centre de la surface, les sections 
du cône asymptote par le plan P et le plan transporté P| seront 
homothétiques (Théorème I). Donc, la section de l'hyperboloïde 
par le plan P sera du genre ellipse si le plan P^ coupe le cône 
asymptote suivant deux génératrices imaginaires. 

Elle sera du genre hyperbole si le plan P^ coupe le cône asymp- 
tote suivant deux génératrices réelles. 

Elle sera du genre parabole si le plan P^ est tangent au cône 
asymptote. 

Ce même théorème donne la solution du problème suivant : 

Problème I. — Trouver les plans qui coupent un hyperboloïde 
suivant deux droites parallèles. 
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L'ensemble de ces deux droites parallèles forme une parabole 
dont le paramètre est nul ; le plan inconnu doit donc couper le 
cône asymptote de l'hyperboloïde suivant une parabole de para- 
mètre nul, c'esl-à-dire suivant deux droites parallèles qui seront 
nécessairement confondues. 

Ainsi les plans cherchés touchent le cône asymptote ; ils sont 
donc les plans asymptotes de Thyperboloïde. 

Problème II. — Trouver les plans qui coupent un hyperboloide 
suivant une hyperbole équilatère. (Cqordonnôes rectangulaires.) 

Ces plans transportés au centre de la surface devront couper 
le cône asymptote suivant deux droites rectangulaires ; donc, si 
leur direction est représentée par Tôquation 

ttx + t;y + tt;2 = 0, 

on aura entre les coefficients ii, v, w la relation (170) 

(p(tt, V, t(;) = (A + A' + A")(tt« + v« + u;«). 

Si rhyperboloïde est rapporté à ses axes de symétrie, cette 
relation devient 

181. Nous terminerons ces généralités sur les sections planes d'une qua- 
drique par la recherche des axes et la détermination des paramètres de 
grandeur d*uno section plane. 

Problème III. — Un plan P coupant une quadrique suivant une conique à 
centre C, trouver les équations des axes de cette conique et leurs longueurs. 
(Coordonnées rectangulaires.) 

Équations des axes. — Soient 

réquation de la quadrique, et 

ux-\-vy-\-wz-\-h = ^ 
celle du plan sécant P. 
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CoDSidérons réqualion 



1 



f(x, y y 5) — r(ttx + i;y + tf/5 + A)* = 0, 



qui, comme on le verra plus loin, représente une quadrique £ circonscrite à 
la quadrique donnée, le plan P étant celui de la courbe de contact. 

Nous allons chercher les plans principaux de la quadrique S, puis nous 
ferons tendre X vers zéro; ce qui revient à supposer que la quadrique S 
8*aplatit de plus en plus jusqu'à se confondre avec la portion du plan P li- 
mitée par la section correspondante C. 

Nous démontrerons que l'un des plans principaux de cette quadrique a 
pour limite le plan P ; d'où il rôsuHera que les traces des deux autres plans 
principaux Q, R sur le plan P seront les axes de symétrie de la section C. 

L^equation d'un plan principal de la quadrique S est de la forme 



(1) 

en posant 

(2) 



S(aa;+py + Y«) + Ca + C'p + C"Y-rP = 0, 



A 



p = tia-]-t>p-)-«;Y. 



Pour former l'équation qui donne l'inconnue S, il faut éliminer x, p, y enlre 
les équations 



(8) 



59, — Sa — rP = 

A 
1 ' V 

j9p_Sp--p = 

1 I tu 

ih -Sy— r-p = 0. 



Cela revient à considérer p comme une nouvelle inconnue et à éliminer 
«> P> Y) P ontre les équations (3) et l'équation 

««+ vp + tOY— p = 0. 

On obtient ainsi l'équation 



(4) 



A — S B" B' H 

B" A' — S B V 

B' B A" — S ti^ 

U V W h 



= 0. 



Quand X tend vers zéro, celte équation s'abaisse au second degré et devient 



(5) 



A — S B' B' u 

B" A'— S B V 

B' R A"— S w 

u V w 



= 0; 
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2il 



doux des raciaes de réquation (4) ont doac des limites flnies S«, S,, dont les 
valeurs satisfont à l'équation (5). 

La troisième racine S, devient inDnie, mais le produit X S, reste fini. Posons 
en effet > S = a, Téquation (4) deviendra 



B"X A'X — (T 
B'X BX 

u V 



B'X u 

BX V 

A"X — (î w 

w 1 



= 0, 



•t, pour X = 0, elle se réduira à 

Cette dernière équation admet deux racines nulles, et la troisième racine a 
pour valeur 

donc, quand X tend vers zéro. S, devient bien infini, mais le produit XS, reste 
fini. 
Pour la racine infinie, les équations (3) deviennent 



(6) 



ç,flt + iip = (x,p + t'p = <T,Y + ie;p = 



et donnent 



u V w 



D'un autre côté, quand X tend vers zéro, Téquation (1) se réduit à 

en tenant compte des relations (6) ; Tun des plans principaux a donc bien 
pour limite le plan P. 

Les deux autres plans principaux Q et R sont dès lors perpendiculaires au 
plan de la conique G et la coupent suivant ses deux axes. de symétrie. 

Toat revient maintenant à former les équations des plans Q et R. 

Les cordes principales qui correspondent à ces plans sont parallèles au 

plan P ; on a donc p = 0, et, dans Téquatton ( 1 ), le coefficient ~ prend la 

A 



forme -• 

Pour lever cette dlfQculté, igoutons les équations (3), après les avoir mol- 
lipliées respectivement par », r, w ; nous aurons 



II 



\'^i u* + v* + w* 



16 
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et réqaation du plan principal prendra la forkne 

On obtiendra les équations des plans Q, R en remplaçant, dans l'équa- 
tion (7), S par les racines de Téquation (5) et a, §, y par les valeurs propor- 
tionnelles à ces quantités tirées des équations 



u 



V 



w 



On obtient ces équations en éliminant-- entre les équations (S). 

En associant aux équations des plans Q et R celle du plan P, on aurt les 
équations qui déterminent en potition les axes do la section C. 

Longueurs des axes. — Pour déterminer les longueurs des axes, nous 
nous appuierons sur les propriétés suivantes : 
1* Les fonctioM 



A.= 



: u 

m 

: V 

m 

••• W 

W 



H.= 



}I 



u 

V 

w 
h 



u 



w 



iont des invariatttt. 
En effet, elles sont respectivement les discriminants des fonctions 

9(«i y, -5) + 2*(«aî + vy + w«) 
f{Xj y, Zt t)-\-lta(ux + vy-\'WZ'\-ht), 

2* Les coefficients et par suite auui les racines de t équation 



A.(S) = 



A — S B" W u 

B" A' — S B V 

W B A"— S w 

u V w 



= 



sont des invariants. 
En effet, elle est l'équation en S relative aux deux fonctions 

<p(x,ytZ) + it(ux + vy + wz) et j?* + y* + «*. 

Remarquons immédiatement que l'équation A4(S) ^0 développée prend 
forme 



(8) A, + [(A + A' + A")(ii« + i;« + w«) — 9(ii,r,u;)]S-(«« + i;« + »«)S«=0. 
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Cela posé, prenons pour nouveaux axes de coordonnées OX, OY, OZ les 
axes de symélrie de la section C et la perpendiculaire OZ élevée à son plan 
par le centre ; Téquation de la quadrique £ sera 

(9) A^X« + A'^Y« + a'^'Z« + 2B^YZ + 2B^ZX + 2G"Z + D^ = 0, 
et les carrés des axes de la section auront pour valeurs 

A A 

Le problème est donc ramené au calcul des constantes A , A' , D . 

Si nous formons d*abord l'équation (5) pour le nouveau système d'axes, 
en remarquant, que, dans ce système, l'équation du plan P est ic;^ Z = 0, nous 
obtiendrons l'équation 

(a,-s)(a;-s)=o. • 

On a donc 

Aj = 0| -^ I ^= Sg, 

en représentant toujours par S|, S, les racines de l'équation (5). 

Les valeurs des invariants A«, H| pour les deux systèmes d'axes sont 
égales, car le carré du module de la transformation est l'unité ; ou a donc 
les deux équations 



d'où 



A = — u/'aa' h = — w'a a'd. 






En résumé, les carrés des axes de la section C ont pour expressions 

A, S. P A. S. 

182. Problème IV. — Un plan P coupant une quadrique suivant une para- 
hole^ trouver le* équation* de Vaxe de cette parabole et la grandeur de son 
paramètre. 

Ëqaations de Taxe. — La méthode suivie dans la première partie du pro- 
blème précédent est encore applicable ; seulement, le plan sécant P transporté 
au sommet du cône asymptote est tangent à ce cône, et le déterminant A| est 
nul. Il résulte de là que l'équation (5) a une racine nulle S, et une racine S^ 
différente de zéro. 

A cotte racine S« correspond un plan principal Q qui, par son intersection 
avec le plan P, détermine l'axe de la section. 

Paramètre de la section. — Prenons pour nouveaux axes de coordon- 
nées OX, OY, OZ l'axe de la section, la tangente en son sommet et une 
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f 

perpendiculaire OZ élerée à son plan par le sommet ; Téquation de la qua- 
drique S sera 

a'Y«+A"Z« + 2B YZ + 2B'ZX + 2C X + 2C"Z=:0, 

et le paramètre p de la section aura pour valeur 

p = -„ 



» ^r 



Le problème est donc ramené au calcul des constantes A , C . 

Formons encore Téquation (5) pour le nouveau système d'axes, en ê^vU 

Min ici de ne pa$ supprimer le facteur commun w', nous obtiendrons Téqua- 



tion 



Elle nous donne d'abord 



Il « 



a' =8 . 
i I 



Si maintenant on se rappelle que les coefficients de l'équation (5) ne chan- 
gent pas de valeur quand on passe du premier système d'axes au deuxième, 

on aura 

t t , t , t 



Uf 



Enfin, en égalant les valeurs de l'invariant H^ pour les deux systèmes 
d'axes, on obtient la relation 



n =m;"a'c*; 
I I I I ' 



donc 






+ uf)S, 



et, par suite, 



P = 



1 / H, 



avec 



s.=A-hA'+A"-4i;îii:ii!i. 

183. Nous allons appliquer les résultats obtenus au paragraphe 181 à la 
détermination en grandeur et en position des axes de la section d'un ellip- 
soïde par le plan P dont l'équation est 

«« + ry + tt/s-f * = 0, 
la surface étant rapportée aux trois plans principaux. 
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On a 

Pour former l'équation (5), il suffira de remplacer dans A« les quantités 

4 11 1 1 1 

— j» M » ;j P*^ "It "" '^» m"~ ^» ^ "" ^ ®^ d'égaler le résultat à zéro, ce qui 
donne 

(10) -j +- + - = 0. 

^-s ~-s ^-s 

a* ^ c* 

On obtiendra les carrés des demi-axes de la section en substituant succes- 
sivement à S les racines de l'équation (10), dans la relation 



L'équation (7) du paragraphe 181, pour le cas particulier qui nous occupe, 
est 

(11) S(.x + py4-T^)- ^._^*_^^. (»j + î-f + SJ)=0, 

a, p, T satisfaisant aux relations 

-— S -—S - — S 
« = p= Y- 

tt V w 

En tenant compte de ces relations, Téquation (11) devient 

•■ + '+"'[..(i-s)\(l-s)%('-s)J 



= 0. 



Si du coefficient de -r-: — r-^ — z on retranche le premier membre de l'équa- 

»• + t7* + w* 

tien (10) molUplié par S, la dernière équation se simplifie et devient 

ux vv wz h 
(12) • -. + 7-^ + 1 s = °- 

^-s s-s v-s 

fl* *■ C* 

C'est dans l'équation (12) qu'on devra remplacer S successivement par les 
racines de l'équation (10) pour avoir les équations des plans Q, R. 
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184. Uq ellipsoïde étant rapporté aux trois plans principaux, 
on peut déterminer en grandeur et en position les axes d'une 
section plane par la méthode suivante, qui ne nécessite pas l'em- 
ploi des invariants. Nous examinerons deux cas. 

Premier cas. — Le plan sécant P passe par le centre. — L'équa- 
tion du plan P et celle de l'ellipsoïde seront respectivement 

ux-\'Vy-\-wz = 

î!+î(.V?!_i=o. 

à^^b^^c^ 

Soient A' {sf^y'fZ') un des sommets de la section G' de 
rellipsoïde par le plan P', et 

j;« + y« + 2« = R« 

l'équation de la sphère ayant même centre o que l'ellipsoïde et 
pour rayon le demi-axe o A' de la section. Le plan P et les plans 

Ixx' -\'yy' + zz' = R^ 
a» "^ t«"^c»~ 

qui touchent l'un la sphère et l'autre l'ellipsoïde au point A', se 
couperont suivant une même droite A'T' tangente à la section en 
ce point A\ 
Des équations (13) on tire 

et cette équation , qui représente un plan passant par le centre 
et la tangente A'T', devra être identique avec celle du plan P'. 
En faisant cette identification, on obtient entre les coordonnées 
du sommet A' les relations 

Substituons ces valeurs des coordonnées oi^^^i dans la rela- 
tion 
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qui exprime que le sommet A' est dans le plan P', nous aurons, 
pour déterminer la grandeur des axes de la section, Téquation 

L*axe oA' est représenté par les équations 

£— .^— - 

qui, en tenant compte des relations (14), deviennent 

^ ^ \a« RVtt W Rvv \c« RVw* 

En remplaçant, dans les équations (16), R* par les racines de 
l'équation (15), on aura les équations des deux axes de symétrie 
oA', oB' de la section G'. 

Deuxième cas. — Le plan sécant P est quelcotique. — Son 
équation est alors 

ux-\'Vy-\'ivz-{-h = 0. 

On sait que les sections de l'ellipsoïde par les plans parallèles 
P, P' sont des courbes homothétiques : donc, les axes de symé- 
trie de ces sections sont parallèles, et le rapport de leurs lon- 
gueurs est égal au rapport d'homothétie. 

Pour trouver ce rapport dliomothétie, rapportons Tellipsolde 
à trois plans diamétraux conjugués, dont l'un XoY coïncide avec 
le plan P ; les équations des sections G, G' seront 

z=J i^+^ = i-V, 

Z = _ + -=!. 
Sous cette forme, on voit que le rapport des carrés des Ion- 
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gueurs de deux diamètres conjugués parallèles, c'est-à-dire le 

p 
carré du rapport d*homothétie, a pour valeur 1 p. 

I d 

D*un autre côté - est égal à -, en représentant par d et D les 

distances du centre de Tellipsoîde au plan P et au plan tangent 
qui lui est parallèle; donc, si 2p et 2R sont les longueurs de 
deux axes parallèles des sections G et G', on aura 



ou bien 



ê1=i- *' 



En remplaçant, dans cette relation, R par les racines de Téqua- 
tion (15), on aura les longueurs des axes de la section G. 

Reste a trouver les équations de ces axes ; ils sont parallèles 
à ceux de la section G' et passent par le centre I de la section C. 

Les coordonnées de ce centre, situé dans le plan P et sur le 
diamètre qui lui est conjugué, sont données par les relations 

Xi y, 2?4 —A 



a*tt b^v c^w a*tt' + fr*v* + c*tt^* 

Il restera à remplacer, dans les équations (16), les coordon- 
nées courantes par x — X| , y — yi , « — «, . 
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185. Nous nous proposons de rechercher si, parmi les qua- 
driques autres que les cônes et les cylindres^ il y en a quelqu*une 
sur laquelle on puisse, appliquer une droite. 

Une droite D étant située tout entière sur une quadrique, tout 
plan passant par cette droite coupera la surface suivant une 
seconde droite F, et la section sera du genre hyperbole. 

Il résulte de là que Tellipsoïde et le paraboloïde elliptique dont 
aucune des sections planes n'est du genre hyperbole, n'admet- 
tront pas de sections rectilignes. 

Je dis qu'il en est de même de l'hyperboloïde à deux nappes. 

Pour le démontrer, rapportons la surface à trois plans diamé- 
traux conjugués ; son équation sera 

x* t/' 2* 
a« fr« c« 

On peut regarder le plan yox comme parallèle au plan d'une 
section hyperbolique quelconque; donc, si la surface admet des 
sections rectiUgnes, un des plans parallèles au plan yoz devra 
la couper suivant deux droites. Or, si, dans l'équation de la sur- 
face, on fait x = d, les équations 

6« c« a« 

de la section montrent que cette section est toujours une véritable 
hyperbole. 

En résumé, nous n'aurons à considérer que l'hyperboloïde à 
une nappe et le paraboloïde hyperbolique. 
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Sections rectilignes de Thyperbololde à une nappe. 



186. L'équation 






de l'hyperboloïde à une nappe rapporté à ses axes peut être 
écrite de la manière suivante : 

<" a+9(i--.)=('+î)('-i)- 

On obtient Téquation (1) en éliminant X entre les équations 

b c~\\ â)' 
ou en éliminant ft entre les équations 

b c fji\ ' a/ 

Il résulte de là que, si Ton fait varier X ou (a, les deux systèmes 
de droites représentées par les équations (X) ou (u.) seront situés 
sur l'hyperboloïde. 

Nous dirons que les droites représentées par les équations (X) 
forment le système X, et que les droites représentées parles équa- 
tions (fx) forment le système [a. 

Théorème I. — Par chaque point U {sf,yf,z') de Vhyperboloide 
passent une droite du système X et une droite du système \x. 

En effet, pour qu'une droite du système X, par exemple, passe 
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par le point M, il faut et il sufBt que les équations 






donnent pour X la même valeur. 

Or, en égalant les deux valeurs de X tirées des équations pré- 
cédentes, on obtient la relation 

a+f)(M)=(«+f)('-7). 

qui est satisfaite, puisque le point M est sur Thyperboloïde. 

Théorème II. — Deux droites d'un même système ne sont pas 
situées dans un même plan. 

Soient 



w 



et 



(^') 



>'=\(t-i) 

b c l\ a) 



les équations de deux droites du système X par exemple. 
L'équation générale des plans P passant par la droite X est 



(2) 



l+!-K'+=)+*[î-^K'-â)]=»- 



Pour que ce plan contienne la droite X', il faut et il suffit que 
l'équation 

,v-x,(.+î)+»(^-l)(.-î)=« 
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soit satisfaite quel que soit x. On devrait donc avoir à la fois 

Les droites X, V étant distinctes, par hypothèse, le facteur V — X 
n*est pas nul ; après la suppression de ce facteur, les deux équa- 
tions précédentes donnent pour h des valeurs égales et de signes 
contraires ; elles sont donc incompatibles. 

Théorème III. — Deux droites de systèmes différents sont situées 
dans un même plan. 

En effet, pour que le plan P qui passe par une droite X con- 
tienne une droite du système (x, il faut et il suffit que l'équation 

soit satisfaite quel que soit x. On doit donc avoir à la fois 

(3) ^«x + /i(i-i) = et _(j. + X) + a(^+^)=0; 

ces deux équations sont compatibles , car chacune d'elles donne 
pour A la même valeur 

/4 = Xfx. 

Remarque I. ^ Pour tirer cette valeur de h des équations (S) 
on a supposé que les deux quantités [l — X, pL-|-X n'étaient pas 
nulles ; notre conclusion subsiste encore quand l'une d'elles, {jl— X 
par exemple, est nulle. 

En effet, dans cette hypothèse, la première des équations (S) 
est satisfaite identiquement et la seconde détermine le para- 
mètre A. 

Remarque II. — Si, dans l'équation (2), on remplace A par X{a, 
elle devient 

(4) (^_X)f + (l+XH.)|+(l-Xp.)î-(X + H.) = 0. 
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Cette équation représente le plan passant par les deux droites 
l, {A, o'est-à-dire le plan touchant Thyperboloïde au point de ren- 
contre de ces deux droites. 

187. Nous avons montré qu'on peut appliquer sur Thyperbo- 
lolde à une nappe deux systèmes de droites , en employant une 
méthode particulière qui consiste à mettre l'équation de la surface 
sous la forme 

PQ = RS, 

P, Q, Ry s désignant quatre fonctions du premier degré. Il faut 
faire voir maintenant que, par cette méthode , on a obtenu tous 
les systèmes de droites susceptibles d'être placées sur cette sur- 
face. 

Soit D une droite située sur un hyperboloîde ; je dis qu'elle 
appartiendra soit au système X, soit au système [l. 

En effet y s'il en était autrement, on pourrait, par un point A 
de D, faire passer une droite X, et, par un point B de D, faire 
passer une droite fx. On sait que les droites X, [a sont dans un 
même plan qui contiendrait D ; ce plan couperait donc l'hyperbo- 
loïde suivant trois droites, c'est-à-dire suivant une courbe du 
troisième ordre. 

188. Nous allons maintenant continuer l'étude des propriétés 
des sections rectilignes de l'hyperboloïde à une nappe. 

Théorème IT. — Ily atur Vhyperboloîde une droite D' et une 
$eule parallèle à une droite donnée D située sur la surface. 

Les droites D et D' étant dans un même plan appartiendront 
Tune au système X, l'autre au système a. L'abscisse du point où 
une droite X est rencontrée par une droite [a est donnée par 
réquation 



K'+i)=K'-5)^ 



on en tire 



X fx — X 
a fx + X 

Les deux droites seront parallèles si Ton a ix -|- X = ; cette 
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relation étant du premier degré par rapport à X et à (i, le théorème 
est démontré. 

Cependant pour compléter la démonstration il faut encore mon- 
trer qu'aucune des deux droites X ou [x n'est rejetée à Tinfini. 
Cela résulte de ce que toutes les droites situées sur l'hyperbo- 
loîde à une nappe rencontrent Tellipse principale ; en effet, les 
plans parallèles à celui de cette ellipse coupant la surface suivant 
des courbes du genre ellipse, aucune de ces droites ne peut être 
parallèle au plan de Tellipse principale. 

Remarque. — Le plan qui contient deux droites parallèles si- 
tuées sur i'hyperboloïde à une nappe est un plan asymptote ; on 
aura son équation en faisant (jl = — X dans l'équation (4), ce qui 
donne 

(5) 2XÎ— (1 — X«)Ç-(l+X«)-=0. 

^ ^ a ^ b * c 

On vérifie facilement que ces plans ont pour enveloppe le cône 
asymptote. 

Théorème V. — Toutes les droites situées sur Vhyperbololie h 
une nappe sont respectivement parallèles aux génératrices du cône 
asymptote. 

En efret, si entre les équations 

y , «_.x y z X 

ft c a ^ b ^ c 'a 

b c ka b c [xa 

qui représentent les premières une droite du système X, les 
deuxièmes une droite du système (x transportées au centre de la 
surface^ on élimine X ou fx, on obtient l'équation 



x^ v* 2* 
— + ?- — - = 
a* ^ t« c« 



du cône asymptote. 



Corollaire. — Trots droites d'un même système ne sont pas pa- 
rallèles à un même plan. 
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En effet, deux de ces droites ne sont pas parallèles; donc, 
transportées au centre de la surface, elles devront coïncider 
avec trois génératrices distinctes du cône asymptote. Si les trois 
droites considérées étaient parallèles à un même plan Q, le plan 
q mené par le centre du cône asymptote parallèlement à Q cou- 
perait ce cône suivant trois droites, ce qui est impossible. 

Théorème VI. — La projection y sur un plan principal, d'une 
droite D située sur un hyperboloîde à une nappe est tangente à la 
section principale correspondante. 

Supposons d*abord que Ton projette la droite D sur le plan de 
l'ellipse principale. Nous savons 
que cette droite n'est pas parallèle 
â ce plan principal ; elle rencon- 
trera donc Tellipse en un point A. 
Lo plan déterminé par la droite D 
et la tangente AT à celte ellipse au 
point A touchera la surface au même 
point. Comme le point A est dans un 
plan principal, le plan tangent DAT lui est perpendiculaire ; donc 
la tangente AT est la projection de la droite D sur le plan principal. 

La môme démonstration s'applique aux projections de la droite 
D sur les plans des deux hyperboles principales, quand cette 
droite rencontre ces hyperboles. 

Reste à examiner le cas où la droite D est parallèle au plan de 
Tune de ces hyperboles. 

L'équation de la surface rapportée à ses axes étant 

celles de la section par un plan y = ^ parallèle au plan principal 
xo% seront 

Cette section se composera de deux droites si p est égal k±b] 
les deux couples de droites correspondantes ont pour équations 
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On voit que leurs projections sur le plan principal xoz sont 
tangentes à Thyperbole principale correspondante, car elles 
coïncident avec ses asymptotes. 



Génération de Thyperboloïde à une nappe par le mouYement 

d*nne droite. 

189. Soient A, A', A' trois droites situées sur un hyperboloîde 
à une nappe et appartenant au même système X. Assujettissons 
une droite G à rencontrer les droites A, A', A* ; la loi de son 
mouvement sera complètement déterminée. En effet, cette droite 
est assujettie à trois œnditians simples, et, en mettant ses équa- 
tions sous la forme 

x = az-{-p y = bz-\'q, 

on voit qu'elles contiennent quatre paramètres arbitraires. 

Dans chacune de ses positions, la droite G aura avec Thyper- 
boloïde trois points communs ; elle sera donc tout entière située 
sur cette surface et coïncidera successivement avec chaque 
droite du système {x. 

Ainsi , Vhyperboloïde à une nappe peut être engendré par une 

droite qui se meut en 8*ap- 
^ puyant sur trois droites non 

parallèles à un mime plan. 

Réciproquement, la sur- 
face engendrée par une droite 
qui se meut en s' appuyant sur 
trois droites A, A', A' non 
parallèles à un mime plan est 
un hyperboMde à une nappe. 

Par chacune des droites 
A, A', A'' menons des plans 
respectivementparallèlesaux 
deux autres; ces droites n*é- 
^^^' ^' tant pas parallèles à un même 

plan, nous formerons un parallélipipède. 
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Nous prendrons pour origine le centre o de ce paralléiipipède, 
les axes ox^ oy^ oz étant respectivement parallèles aux droites 

Gela posé, si nous désignons par 2a^2b, 2c les longueurs des 
arêtes du parallélipipède précédent, les équations des trois di- 
rectrices rectilignes seront 



z 



c = {x^a=0 iy^b=0 

^|y + ft = \z + c=0 ix+a=0. 

La génératrice G rencontrant les droites A, A', ses équations 
seront de la forme 

^^ U + c + pCx— a) = 0. 

En exprimant que cette génératrice rencontre la droite A", on 
a la relation 

(6) ap + fta — c = 0. 

On obtiendra Téquatioa de la surface engendrée par G, en 
éliminant « et S entre les équations (G) et la relation (6), ce qui 
donne 

bc ^ ca ab ^ 

Le lieu est une surface réglée du second ordre ayant un centre 
unique, Torigine; elle n'est pas un cône, car elle ne passe pas 
par ce centre ; donc elle est un hyperboloîde à une nappe. 

Remarque. — Les arêtes B, B', B" du parallélipipède oppo- 
sées aux arêtes A, A', A" appartiennent à la surface, car elles sont 
trois positions particulières de la génératrice. Ainsi, par exemple, 
la droite B rencontre les directrices A', A" en deux sommets du 
parallélipipède, et la directrice A à TinAni; elle est donc bien 
une position particulière de la génératrice. 

Il résulte de là que les trois directrices et les trois arêtes op- 
posées forment un hexagone gauche situé sur Thyperboloïde, et 
que les faces du parallélipipède auxiliaire touchent Thyperboloïde, 
les points de contact étant les sommets de cet hexagone. 
II 17 
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Ajoulone que. les axes de coordonnées sont trois génératrices 
du cône asymptote* 

190. Étant donné un hyperboloïde à une nappe, soient A, A' 
deux droites du même système X situées sur oetie surface,- et B" 
une droite du second système {x rencontrant les deux premières 
aux points G, D ; il y aura sur la surface une droite A" parallèle 
à B". Construisons comme précédemment un parallélipipède à 
Taide des droites A, A', A", et soit G une droite quelconque du 
système ;&, rencontrant aux points L, M, N les droites A, A', A!\ 

Cette génératrice mobile aura décrit sur les droites A, A', à 
partir de sa position initiale B", des segments CL, DM que nous 
désignerons par a et p, en les regardant comme positifs quand 
ils seront portés le premier dans le sens GF, le second dans le 
sens DE, et comme négatifs quand ils seront portés en sens con- 
traires. 

La projection de 6 sur le plan CFI sera une droite IM'L pas- 
sant par le sommet I du parallélipipède. Si Ton rapporte cette 
projection aux droites GF, GK prises comme axes de coordon- 
nées, son équation sera 

r 

et, en exprimant que la projection passe par le point I (2a, 2b), 
on aura la relation 

Cette relation exprime que les deux points mobiles L, M déter- 
minent sur A et A' deux divisions homographiques (G. P. 278). 
De là résulte le théorème suivant : 

Tkéorème. — Étant donné un hyperboUnde à une nappe^ mu 
drMe mobile du système [i détermine sur deux droites fixes du sys- 
tème X, à partir d'une quelconque de ses positions, deux divisions 
homographiques. 

Réoiproqaement , quand une droite G détermine sur deux 
droites fixes A, A' à partir d'ttn^ de ses positions CD, deux dtvt- 
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sions homographiqueSy cette droite engendre un hyperboloïde à une 
nappe . 

Soient L, M les points où la droite G rencontre les directrices 
rectilignes A, A' ; par le point G menons la droite CK parallèle à 
A' et désignons encore par a, p les segments CL, DM affectes de 
signes fixés par la convention indiquée précédemment. 

Par hypothèse, on aura entre a et ^ une relation de la forme 

ne contenant pas de terme indépendant des variables, car, pour 
a = 0, on doit avoir p = 0. 

Cette relation exprime que la droite G projetée sur le plan FGK 
parallèlement à CD passe par un point fixe. En effet, par rapport 
aux axes CF, CK, cette projection a pour équation 

et cette équation est satisfaite par les coordonnées du point 
I(2a, 2fr). 

Il résulte de là que la droite G rencontre la parallèle A" menée 
par le point I à CD ; rencontrant trois droites A, A', A" non pa- 
rallèles à un même plan , cette droite engendre un hyperboloïde 
à une nappe. 

Il est bon d'observer que nous avons supposé que la relation 
qui définit ici les deux divisions homographiques contient le pro- 
duit a p. 

Sections rectilignes du paraboloide hyperbolique. 

191. L'équation 

^— -— 2a; = 
P î 

du paraboloide hyperbolique rapporté aux deux plans principaux 
et au plan tangent au sommet peut être écrite de la manière 
suivante : 

Wp Vî/wp w 
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On obtient Téquation (7) en éliminant X entre les équations 

v/p \/q ^ 
ou en éliminant y. entre les équations 



Vp V? !*■ 

Il résulte de là que si Ton fait varier X ou fji, les deux systèmes 
de droites représentées par les équations (X) ou (fx) seront situés 
sur le paraboloïdc. 

Nous dirons que les droites représentées par les équations (X) 
forment le système X» et que les droites représentées par les équa- 
tions (fji) forment le système fx. 

Plans directeurs. — Les droites de chaque système sont res- 
pectivement parallèles aux plans qui ont pour équations 

VP V? VP V? 

Ces plans sont les plans directeurs du paraboloîde ; leur en- 
semble est représenté par l'équation 



Quand on rapporte la surface à des axes quelconques, la fonc- 

tion devient ç (X, Y, Z) ; donc, on obtient Téquation des 

plans directeurs d*un paraboloîde hyperbolique en égalant à zéro 
l'ensemble des termes du second degré dans Téquation de celte 
surface. 
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Théorème I. — Par chaque pomt M (x', y', z ) du paraboloïde 
hyperbolique passent une droite du système X et une droite du sys- 
tème {A. 

La démonstration est la même que dans le cas de Thyperbo- 
loïde à une nappe. 

Théorème II. — Deux droites d*un même système ne sont pas 
situées dans un même plan. 



Soient 



w 



et 



(V) 



4 + -^ = 2Xx 

VP v<z 

_» i_=:l 

Vp \/q ^ 



VP Vî 

_y f_=i 

vp Vî ^' 



les équations de deux droites du système X par exemple. 
L'équation générale des plans P passant par la droite X est 



(8) 



JL + J 2Xx+ftf-L L_l\=o. 

Vp \/q Wp V« V ' 



Pour que ce plan contienne la droite X', il faut et il suffit que 
l'équation 



2(X'_x)a;+A(^,-^) = 



soit satisfaite quel que soit x. Cela est impossible^ car on n'a 
pas X = V . 

Théorème III. — Deux droites de systèmes différents sont si^ 
tuées dans un même plan. 

En effet, pour que le plan P qui passe parla droite X, contienne 



262 LIVRE ▼. — CHAPITRE U 

une droite du système [i., il faut et il suffit que l'équatioo 



i — gXaî + ft/SfjLa:— ^Wo 



soit satisfaite quel que soit x. On doit donc avoir à la fois 

- — ? = et — X + AuL = 0; 

ces deux équations sont compatibles, car chacune d'elles donne 
pour h la même valeur 

Remarque. — Si, dans Téquation (8), on remplace h par -, 
elle devient 

(X + h^)-^-(X-h.)-^-2XhlX-1 = 0. 

vp \q 

Cette équation représente le plan tangent au paraboloïde au 
point de rencontre des deux droites X et |ii. 

192. Nous avons montré qu'on peut placer sur le paraboloïde 
hyperbolique deux systèmes de droites, en employant une mé- 
thode particulière qui consiste à mettre Téquation de la surface 
sous la forme 

PQ = R, 

P, Q, R désignant trois fonctions du premier degré. On fera voir, 
comme dans le cas de Thyperboloïde à une nappe, que, par cette 
méthode, on a obtenu tous les systèmes de droites susceptibles 
d'être placées sur le paraboloïde hyperbolique. 

Théorème IV. — R n*y a pas sur le paraboloïde hyperboligtif 
de droite D' parallèle à une droite donnée D sittiée sur la surface. 

Les droites D et D' étant dans un même plan devraient appar- 
tenir l'une au système l, l'autre au système (a. L'abscisse du 
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point où une droite X est renoontrée par une droite du système 
fft est donnée par Téquation 

_ 1 

et, pour que cette abscisse soit infinie, il faut que u soit nul . 
Dans cette hypothèse, l*une des équations 

-L + — = 1 

de la droite ft représente un plan rejeté à Tinfini ; cette droite 
n'est donc pas parallèle à la droite X mais r^etée à rinfini . 

Théorème T. — La projection, sur un plan principal^ d'une 
droite D située sur un paraboloide hyperbolique, est tangente à la 
section principale correspondante. 

La démonstration est la même que dans le cas de Thyperbo- 
loïde à une nappe. 



Génération du parabololde hyperbolique 
par le mouvement d'une droite. 

193. Soient A, A', A" trois droites situées sur un paraboloïde 
hyperbolique et appartenant au même système X. Si Ton assu- 
jettit une droite G à se mouvoir en rencontrant A, A', A'', cette 
droite mobile aura, dans chacune de ses positions, trois points 
communs avec le paraboloïde ; elle sera donc tout entière située 
sur cette surface et coïncidera successivement avec chaque droite 
du système (a. Si nous nous rappelons que les trois droites 
A, A', A" sont ici parallèles à un même plan, nous en conclurons 
que le paraboloïde hyperbolique peut être engendré par une droite 
qui se meut en s'appuyant sur trois droites parallèles à un même 
plan. 

Les trois directrices rectilignes appartenant au système X, 
la droite mobile coïncidera successivement avec les droites du 
système (a et, par suite, restera parallèle à un même plan. 
D'un autre côté, le mouvement d'une droite est déterminé quand 
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on l'assujettit à rencontrer deux droites fixes et à rester parai: 
lèle à un plan donné ; il résulte de là que le parabolotde hyperbo- 
lique peut être engendré par une droite qui se meut en s'appuyant 
sur deux droites données et. en restant parallèk à un plan donné. 
On voit que le paraboloïde appartient à la famille des conoïdes. 

194. Les réciproques des deux propriétés que nous venons de 
signaler sont vraies. 

1® La surface engendrée par une droite G qui se meut en s'ap- 
puyant sur trois droites A, A', A" parallèles à un même plan est un 
parabolotde hyperbolique. 

Prenons pour axe des z une position de la génératrice G, et 

soient o, G', G" les points où elle ren- 
contre les directrices A, A', A". 

L'axe des x sera la droite o^ parallèle à 
A' et Taxe des y la droite oy parallèle à A" ; 
la droite A sera dans le plan xoy, puisque les 
trois directrices sont parallèles à un même 
plan. 

Les équations des trois directrices sont 




z = 
y=r.tnx 



A 



z = c 

y=o 



II 



A" 



x = 0. 



La génératrice G rencontrant les droites 
A', A", ses équations seront de la forme 



G 



y = OL[Z — C') X=^{Z — C"). 



En exprimant que cotte génératrice rencontre la droite A, on a 
la relation 



(9) 



olc' = mpc". 



On obtiendra l'équation de la surface engendrée par G, en éli- 
minant a et p entre les équations (G) et la relation (9), ce qui 
donne 



(10) 



c'y{z^c") — mc"x{%'-c') = 0. 



La surface est donc une quadrique ; on voit facilement qu'elle 



SECTIONS RBCTILIGNES DES QUA.DRIQUES 



265 



a un centre unique rejeté à Tinfini ; comme d'ailleurs cette sur- 
face est réglée, elle est un paraboloïde hyperbolique. 

Remarque. — Quand d est égal à d\ la surface a une ligne 
de centres et se compose de deux plans r le plan des deux droites 
A', A" qui se coupent alors au point C et le plan C'oA. 

Ce résultat qu'on vérifie immédiatement à l'aide de Téqua- 
lion (10), est facile à expliquer par la géométrie. 

2« La surface engendrée par une droite G qui se meut en s'ap- 
puyant sur deux droites A, A' et en restant parallèle à un plan 
donné P est un paraboloïde hyperbolique. 

Soient a, a' les points où les droites A, A' rencontrent le plan P. 
Nous prendrons aa' pour axe des x 
et le point o milieu de aa' pour 
origine. 

Par ce point o menons les 
droites ooLyOct' parallèles à A et 
à A' ; nous prendrons pour axe 
des y la trace du plan aoa' sur le 
plan P, et pour axe des z la droite 
oz conjuguée harmonique de oy 
par rapport à oa et oa. 

Posons aa' =^2d, les équations 
des deux directrices seront 




Figr. 37. 



\y=mz |y= — ^2- 

La génératrice G rencontrant les droites A, A', ses équations 
seront de la forme 



G 



y — mz=^7.{x — d) 

y'{-mz = p{x + d). 



Il faut exprimer que G est parallèle au plan des xy ou bien que 
le point où elle rencontre ce plan est rejeté à l'infini. On obtient 
ainsi la relation 

a = p ; 

la surface a donc pour équation 

(y — •ma)(x + d) = (y + ma)(x — d). 
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ou, en réduisant, 

La surface est donc une quadrique ; on voit facilement qu'elle 
a' un centre unique rejeté à l'infini ; comme d'ailleurs cette sur- 
face est réglée» elle est un paraboloïde hyperbolique. 

Remarque. — On vérifie facilement que le paraboloïde est ici 
rapporté à deux génératrices rectilignes ox^oz et au diamètre oy 
passant par leur point de rencontre. 

195. Étant donné un paraboloïde hyperbolique, soient A, â' 

deux droites du même système X si- 
tuées sur cette surface. Gonsidéroas 
deux droites déterminées du sys- 
tème (A rencontrant A, Â' aux points 
(a, a'), ((, b')f et une droite quel- 
conque G du même système les ren- 
contrant aux points c, c'. 

Par chacune des droites oa', bb\ ce' 

on peut mener un plan parallèle tu 

plan directeur correspondant; on 

^^^' ^' aura ainsi trois plans parallèles entre 

eux coupant A, A' aux points (ûy a'), (b,('), (c, c'). 

Un théorème connu de géométrie donne alors la relation 

ac ab 

a c a 

d'où résulte le théorème suivant : 

Théorème. — Étant donné un paraboloïde hyperbolique, wm 
droite mobile du système jx décrit sur deux droites fixes de Vautre 
système, à partir d'une de ses positions aa' , des segments propor- 
tionnels. 

Réciproquement, quand une droite G décrit sur deux, droites 
fixes A, A', à partir d'une de ses positions aa', des segments pro- 
portionnels, elle engendre un paraboloïde hyperbolique. 

En efifet, soient bb' une position déterminée de G, et cd une 
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position quelconque, on aura par hypothèse 
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ac 






mais si c^ est le point d'intersection de A' avec le plan mené 
par c parallèlement aux deux droites aa\ bV, on aura aussi 



ac 
a Ci 






On voit que le point c coïncide avec c'y et la droite mobile ce' 

reste parallèle au plan P parallèle aux deux droites aal^ bb' ; elle 
engendre donc un paraboloïde hyperbolique (fig. 38). 

196. De cette réciproque on déduit la proposition suivante : 

Théorème. — Étant donné un quadrilatère gauche aa'bb\ si des 
droites G, G' glissent respectivement sur deux côtés opposés de ma- 
nière à partager ces côtés en parties proportionnelles, ces droites 
engendrent le même paraboloïde. 

D'abord, de cette réciproque, il résulte que les droites G, G' 
engendrent des paraboloîdes P, P. 

Maintenant si ccf est une position 
de G et df une position de G', on aura 



ca 



c'b' 



fV 



da 
là' 



d'où 



cafb^dV^ ^_ I i 
cb'fV'd(i'da~^ ' 




Fig. 39. 



donc les droites cd, df sont dans un 
même plan et se coupent en un point î. 

La droite df ayant avec le paraboloïde P trois points com- 
muns d, i, fj est tout entière sur cette surface, et les deux para- 
boloîdes P, P se confondent. 

C'est en se fondant sur cette propriété que l'on construit, à 
l'aide de fils, des modèles représentant le paraboloïde hyperbo- 
lique. 
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Imaginons un cadre solide ayant la forme d*un quadrilatère 
gauche aa! b' b ; si l'on divise les côtés opposés aa\ bV en un même 
nombre de parties égales, et que Ton joigne par des fils tendus 
les points de division de même rang, après les avoir numérotés 
les uns à partir de a, les autres à partir de fr, ces fils représen- 
teront Tun des systèmes de génératrices rectilignes du parabo- 
loïde hyperbolique. 

En opérant de la même manière pour les côtés opposés oj^, a ft', 
on obtiendra le deuxième système de génératrices rectilignes 
(/iSf. 39). 

197. Nous terminerons cette étude des génératrices rectilignes 
du paraboloïde hyperbolique en démontrant une propriété souvent 
utile en Géométrie descriptive. 

Théorôme. — Quand les droites du système X sont parallèles au 
plnn horizontal de projection^ les projections verticales des droites 
du système [l passent par un même point. 

En elTet, on peut toujours construire une droite D perpendicu- 
laire au plan vertical de projec- 
©'■ tion et rencontrant deux droites 

du système fx ; la droite D étant 
d'ailleurs parallèle au plan hori- 

7 ^ /, zontal appartiendra au système X. 

Comme toutes les droites du 
système (x rencontrent celles du 
système X, leurs projections ver- 
ticales passeront par le point o' 
d projection verticale de la droite D. 

Fig. 40. 

198. Nous allons maintenant 
appliquer les propriétés des génératrices rectilignes d'une qua- 
drique à la résolution du problème suivant : 

Problème. — Trouvei\ sur une quadriquey le lieu des points de 
rencontre des génératrices rectilignes se coupant à angle droit. 

1° La surface est un hyperboloïde à une nappe. — Soient M (x, y, i) 
le point de rencontre de deux génératrices rectilignes MD, MD' se 
coupant à angle droit, et 

y=zm'x z = [i.'x 
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les équations de ces droites transportées à l'origine^ la surface 
étant rapportée à ses axes de symétrie. 

Les deux droites MD, MD' étant perpendiculaires, on aura la 
relation . 



(11) 



1 + mw' + (xp.' = 0. 



Les projections des droites MD, MD' sur le plan principal xoy 
sont les tangentes menées du point m (x, y) 
à Tellipse principale correspondante; donc 
m et m' sont les racines de Téquation 

(x« — a2)m« — 2xyin + y^ — b* = 0j 

et Ton a 



mm = 



x^ — a* 



En projetant les deux droites MD, MD' 
sur le plan principal zox, on verra que (jl 
et [L sont les racines de Téquation 

(x« — a^) [x« — 2aa: «X + 2« + c« = ; 




on aura donc 



[X|X = 



I 
X* — a* 



En portant ces valeurs dans la relation (11), on obtient Téqua- 
tion 

x«+î/« + 2«=a« + ft« — c«. 

Ainsi le lieu cherché est la courbe d'intersection de Thyperbo- 
loîde à une nappe avec une sphère concentrique ayant pour rayon 



R = >/aî + fr« — c«. 

Cette sphère est souvent appelée la sphère de Monge. 

Discussion. — Nous supposerons b'^a. Pour que le lieu 
existe, il faut et il suffit que le rayon de la sphère soit réel et plus 
^rand que a ; on doit donc avoir à la fois 

a44-t«_c«>0 
a* + b^ — c^>ay 
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La seconde de ces inégalités donne b^e, et la première est 
alors satisfaite. 

En résumé, pour qu'il y ait sur l'hyperboloïdedes génératrices 
reclilignes se coupant à angle droit, il faut et il suffit que le plus 
grand des axes réels surpasse Taxe imaginaire. 

Si Ton a & = c, la sphère de Monge touche Thyperboloïde aux 
extrémités A, Â' du plus petit des axes réels et n'a avec lui aucun 
autre point commun ; le lieu se réduit aux points A, A'. 

Dans ce cas, la section principale perpendiculaire au plus petit 
des axes réels, est uiie hyperbole équilatère. 

Supposons maintenant que l'on ait a = c ; la sphère de Honge 
touchera Thyperboloîde aux extrémités B, B' du plus grand des 
axes réels. Le lieu est alors défini par les deux équations 

a« "^ ft« a« 
on en tire 

Cette équation représente deux plans passant par l'axe BB' ; le 
lieu se compose donc de deux circonférences de cercles ayant BB' 
pour diamètre commun. 

Dans ce deuxième cas, la section principale perpendiculaire au 
plus grand des axes réels est une hyperbole équilatère. 

Remarque. — Quand la quadrique est un hyperboloïde à une 
nappe, les propriétés des diamètres coi^ugués donnent immé- 
diatement la solution du problème que nous venons de résoudre. 

Lemme. — Dans une quadrique à centre, le plan tangent à t ex- 
trémité M(x, y, z) d'un diamètre OM est parallèle au plan diamé- 
tral conjugué de ce diamètre. 

En effet, la quadrique étant rapportée à son centre, l'équation 
du plan tangent au point M est 
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et celle du plan diamétral conjugué de OM ne diffère de la précé- 
dente que par la suppression du terme SD. 

Gela posé, soient MD, MD' deux génératrices rectilignes se 
coupant i angle droit; le plan diamétral conjugué du diamètre OM 
sera parallèle au plan DMD' qui touche la surface au point M, et 
coupera Thyperboloïde suivant une conique homothétique aux 
deux droites MD, MD', c'est-à-dire suivant une hyperbole équi- 
latère. 

Deux diamètres conjugués de celte hyperbole ont la même 
longueur 2b' et forment avec OM un système de trois diamètres 
conjugués de Phyperboloîde ; on a donc la relation 

ÔM* + 6« — fr« = a9-f-fr« — c«, 
d'où 

ÔM* = a« + fc« — c«. 

Le point M est donc sur la courbe, intersection de Thyperbo- 
loîde avec la sphère de Monge. 

2* La mrfaee est un paraboloide hyperbolique. *- Rapportons la 
surface à ses deux plans principaux et au plan tangent au sommet. 
Si nous conservons les mêmes notations que dans le cas précé- 
dent, nous aurons encore la relation (11), mais (m, m'), ()a, f^') 
seront respectivement les racines des équations 



On en déduit 



}x«x— fx2 — 1 = 0. 



^^=2ï ^^—rx' 



et ces valeurs, portées dans la relation (11), donnent Téquation 



x = 



2 



Le lieu est donc Thyperbole intersection du paraboloide par un 
plan P perpendiculaire à l'axe. 
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Remarque. — Quand on a p == 9, le plan P devient le plan tan- 
gent au sommet, et le lîeu se compose des deux génératrices 
rectilignes passant par ce sommet. 

Dans ce cas, les plans directeurs du paraboloïde sont rectan- 
gulaires ; on dit qu'il est équilatère. 



Méthode générale pour trouver les droites situées 

sur une surface. 

199. Nous allons indiquer une méthode générale pour trouver 
les droites situées sur une surface algébrique d'ordre m. 
Soient 

x = (xz-\-l y = pZ'^h 

les équations d'une droite. Si, entre ces équations et celle de la 
surface, on élimine x et y, on obtiendra une équation du degré m 
par rapport à %. Pour que la droite soit située sur la surface, il 
faut et il suflit que cette équation se réduise à une identité.. 

On obtiendra ainsi 7n-\-i relations entre les quatre paramè- 
tres a, py If A. 

Ainsi, en général, il est impossible de placer une droite sur 
une surface algébrique dont Tordre est supérieur à trois. 

Les surfaces du troisième ordre admettent, en général, un 
nombre fini de droites et les qûadriques en admettent une inû- 
nité en se plaçant au point de vue analytique. Il ne faut pas en 
effet oublier que, dans le cas des qûadriques, toutes ces droites 
peuvent être imaginaires. 

Nous allons appliquer cette méthode aux qûadriques. 

1* Hyperboloïde à une nappe. — L'équation de cette surface 
rapportée à ses axes est 

x^ |/« z^ 

Il y aura avantage à prendre ici les équations de la droite sous 
la forme 



z 



a e fr ^c ' 



SBCTIOIfS RBCnUGNSS DES QUÂDRIQUBS 873 

L'équation donnant les cotes des pointd où la droite perée la 
surface est 

c c 

En exprimant qu'elle se réduit à une identité, on a les trois 
relations de condition 

a« + p« = l I« + A« = l 

al + pfc = 0. 

On satisfait aux deux premières relations en posant 

a = cos(p p = sin^ et {=^cos^ A = sin^. 

La troisième devient alors i + tang(p tang <); = et montre* que 
les directions définies par les angles ^ » ^ sont rectangulaires ; 

d'où il résulte que l'on doit prendre rj; = <p +.5 " 

«s 

L'hyperboloîde à une nappe admet donc deux systèmes de 
droites réelles représentés par les équations 

X % 

- =-C0S9 4r8in9 

a e ^ ^ ^ 

^=:-sin© + COS9. 

Le même calcul appliqué a rellipsoïde et à l'hyperboloîde à 
deux nappes montre que ces surfaces n'admettent pas de sec- 
tions rectilignes réelles. 

2* Parabolotde hyperbolique. — L'équation de cette surface rap- 
portée aux deux plans principaux et au plan tangent au sommet 
est 

2L_Î — 2a; = 0. 
P Q 

Pour mettre en évidence certaines propriétés des génératrices 
rectilignes, il y aura avantage à prendre les équations de la droite 
sous la forme 

yî=tta;-|-I z = py'\-h. 
II 18 
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Uéquûtion donnant les ordonnées des points où la droite perce 
la surface est 

En exprimant qu*elle se réduit à une identité, on a les trois 
relations de condition 



q p g ' a a g 



On en (ire 



p=±iA h=T^-Ji 1=1- 

Le paraboloïde hyperbolique admet donc deux systèmes de 
droites réelles représentés par les équations 

, p 



z 



=±v/i(^-!)- 



La première montre que les projections de ces droites sur le 
plan principal xoy sont tangentes à la parabole principale cor- 
respondante ; la seconde montre que les droites de chaque 
système sont respectivement parallèles à un même plan. 

Pour appliquer ce calcul au paraboloïde elliptique, il faut 
changer 9 en —9 ; on n'obtient que des droites imaginaires. 

200. Remarque. — Pour trouver les équations des droites que 
Ton peut placer sur une quadrique, la surface étant rapportée à 
des axes quelconques, il sera préférable, au lieu d'appliquer la 
méthode générale exposée au paragraphe 199, de décomposer le 
premier membre de son équation en une somme de carrés. 

L'équation de la surface prendra Tune des formes suivantes : 

pt + Q«_Rt = l ou P« — Q« = R, 

et Ton pourra appliquer la méthode suivie aux paragraphes 186 
et 191. 



CHAPITRE III 

SECTIONS CIHCOIAIRES DBS QVADKIQVES. 

Nous nous proposons de rechercher s*il existe des plans cou- 
pant une quadrique suivant des cercles; ces plans sont appelés 
les plans cycliques. 

Nous n*aurons à considérer ni le parabo}oïde ni le cylindre 
hyperboliques, ni le cylindre parabolique; car ces surfaces 
n'admettent pas de sections du genre ellipse. 

Première solution. 

201. Cette solution, presque exclusivement géométrique , re- 
pose sur le lemme suivant : 

Lemme. — Si une quadrique admet des plans cycliques y ils sont 
perpendiculaires à un plan principal. 

Soit P un plan coupant une quadrique suivant un cercle ; les 
plans qui lui sont parallèles la couperont également suivant des 
cercles dont les centres seront situés sur le diamètre OA conju- 
gué du plan P. 

Le plan mené par OA perpendiculairement au plan P, divisant 
tous ces cercles en deux parties qui sont symétriques par rapport 
à lui, partagera la surface en deux parties symétriques; il est 
donc un plan principal. 

Nous allons maintenant considérer les différentes quadriques 
en laissant de côté le paraboloïde et le cylindre hyperboliques 
ainsi que le cylindre parabolique. 

202. Ellipsoïde. — Soient AA', BB', GC les axes de symétrie 
de Teilipsoïde et 2a, 2b, 2c leurs longueurs; nous supposerons 
a>b>c. 

Les sections de la surface par des plans' parallèles étant homo- 
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—« 



thétiques, il suffira de chercher les plans diamétraux donnant 
des sections circulaires ; ces plans étant, d'après le lemme, per- 
pendiculaires à un plan principal, passeront par un des axes de 
symétrie. 
Les plans cycliques inconnus ne peuvent pas passer par Taxe 

majeur ÂÂ' ; en efTet, un pa- 
reil plan coupe l'ellipsoïde 
suivant une ellipse ayant pour 
axes AA' et le diamètre, trace 
du plan sécant y sur le plan 
principal BOC. La longueur 
de ce diamètre étant com- 
prise entre 2 d et 2 c, ne pourra 
devenir égale à 2a pour au- 
cune position du plan sécant. 
Pour une raison analogue, 
les plans cycliques ne peu- 
vent pas passer par Taxe mi- 
neur ce. 

Considérons donc un plan passant par l'axe moyen BB' et soit 
DD' sa trace sur le plan AOG. La longueur du diamètre DD' étaut 
comprîse entre 2a et 2c pourra devenir égale à 2fr, et alors la 
section de l'ellipsoïde par le plan sera un cercle. 

Du point comme centre avec un rayon égal à b, décrivons, 
dans le plan de l'ellipse principale ACA', un arc de cercle cou- 
pant cette ellipse aux points D, E ; les plans diamétraux DOB, 
EOB et ceux qui leur sont parallèles seront des plans cycliques. 

Ainsi, Vellipsoïde à trois axes inégaux admet deux séries de 
plans cycliques parallèles à Vaxe moyen et symétriquement placés 
par rapport au plan de Vaxe majeur et de Vaxe moyen. 

Équation des plans cycliques. — Dans le plan AOC, les équations 
de l'ellipse principale ACA et du cercle ODE sont 




Fig. «. 



X* a* ■ 
a^^c^ 



et 



sfl + x^ 



= 1. 



On en déduit par soustraction 



{h-hy-{^-r:)-">' 
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cette équation représente deux plans passant par Taxe moyen OB 
et^ respectivement, par les diamètres OD, OE, c'est-à-dire les 
plans cycliques. 

Quand Tellipsoïde est de révolution, les deux directions de 
plans cycliques se confondent avec celle du plan principal per- 
pendiculaire à Taxe de révolution. 

Remarque. — Le cylindre elliptique ayant pour équation 

peut être considéré comme un ellipsoïde dont le grand axe 2a 
est devenu infini ; le cylindre elliptique admet donc deux direc- 
tions de plans cycliques parallèles au plus grand des axes d'une 
section droite. 

203. Hyperboloïde à une nappe. — Les plans cycliques diamé- 
traux ne peuvent pas passer par l'axe imaginaire, car les sections 
Taites par les plans passant par cet axe sont des hyperboles. 

Considérons donc un plan passant par l'axe réel OB et coupant 
la surface suivant une courbe du 
genre ellipse ; sa trace sur le plan 
principal COA devra être un dia- 
mètre réel OD de l'hyperbole prin- 
cipale correspondante. Les lon- 
gueurs des axes de cette ellipse sont 
2b et 20D; comme OD est plus 
grand que OA =^ a, il faut et il suffit, 
pour que la section puisse devenir 
un cercle, que l'on ait b>a. 

Cotte condition étant remplie, on 
décrira du point comme centre 
avec un rayon égal à b, dans le 
plan de l'hyperbole principale COA, un arc de cercle coupant 
cette hyperbole aux points D, E ; les plans diamétraux DOB, EOB 
et ceux qui leur sont parallèles seront des plans cycliques. 

Ainsi, V hyperboloïde à une nappe admet deux séries de plans 
cycliques parallèles au plus grand des axes réels et symétriquement 
placés par rapport au plan des deux axes réels. 




Fig. i3. 
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Équation des plans cycliques. — On l'obtient en retranchant 
les deux équations 



-5 — -r = l et =1, 



ce qui donne 



(r.-r.)-(^+-^)-=« 



Quand Thyperboloïde est de révolution, les deux direclions de 
plans cycliques se confondent avec celle du plan principal per- 
pendiculaire à l'axe de révolution 

Remarque. — Un cône du second ordre admet aussi deux 
séries de plans cycliques. En effet, son équation et celle de Thy- 
perboloïde dont il est le cône asymptote ne diffèrent que par le 
terme tout connu (133) ; il en résulte que les sections de ces 
deux surfaces par un même plan sont des coniques homothé- 
tiques (179). 

204. Hyperbolotde à deux nappes. — Notre méthode n'est plus 
directement applicable, car toutes les sections diamétrales du 
genre ellipse sont imaginaires, quand.la quadrique est un hyper- 
boloïde à deux nappes. 

Pour lever la difficulté, il suffit d'associer à l'hyperboloïde à 
deux nappes considéré H,, l'hyperboloïde à une nappe H| qui 
lui est conjugué (176). Les équations de ces deux surfaces ne 
différant que par le terme tout connu, les plans cycliques de 
l'hyperboloïde H| coupent aussi l'hyperboloïde Hj suivant des 
cercles. 

Ainsi, Vhyperboloïde à detix nappes admet deux séries de plans 
cycliques parallèles au plus grand des deux axes imaginaires et su- 
métriquement placés par rapport au plan de ces deux axes. 

Quand l'hyperboloïde est de révolution, les deux directions de 
plans cycliques se confondent. 

205. Paraboloïde elliptique. — L'équation de cette surface rap- 
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portée aux deiix plans principaux et au plan tangent au sommet 
est 

^+- — 2a; = 0; 
s p ' q 

elle a les mêmes termes du second degré que l'équation 

P q 

qui représente un cylindre elliptique. Ce cylindre admettant 
deux séries de plans cycliques (202. Remarque), il en est de 
même du paraboloïde elliptique. 

Supposons p >- 9, le grand axe de la section droite du cylindre 
auxiliaire sera dirigé suivant o^ et aura 

pour longueur 2\/ph. 
Du point comme centre avec un 

rayon égal à \/ph décrivons, dans le 
plan %OXy un arc de cercle coupant la 
génératrice DE aux points D, E. Les 
plans parallèles aux plans DOB, EOB 
seront des plans cycliques pour le cy- 
lindre et, par suite, pour le paraboloïde. rig. u. 

Ainsi, le paraboloïde elliptique admet deux séries de plans cy- 
cliques qui sont perpendiculaires au plan de la parabole principale 
de moindre paramètre et symétriquement placés par rapport au 
plan de Vautre parabole principale. 

Équation des plans cycliques. — On Tobtient en retranchant 
les deux équations 




qh 



= 1 



X^ + Z^ 4 



ce qui donne 



p \« Vf 



Quand le paraboloïde est de révolution, les deux directions de 
plans cycliques se confondent. 
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306. Ombilics. — On appelle ombilics d'une quadriquekê points 
oà le diamètre conjugué d'un plan cyclique rencontre la surface. 

On voit facilement que Tellipsoïde et Thyperboloïde à deux 
nappes ont quatre ombilics ; le paraboloïde elliptique en a deux 
et l'hyperboloïde à une nappe n'a pas d'ombilic réel. 

Deuxième solution. 

207. Nous allons maintenant chercher analytiquementlesfhns 
cycliques d'une quadrique rapportée à des axes quelconques que 
nous supposerons cependant rectangulaires. 

Nous établirons d'abord deux lemmes dont on fait très souvent 
usage. 

Lemme I. — Quand, dans Vintersection de deux quadriques, la 
courbe d'entrée est plane, la courbe de sortie est également plane» 

Prenons pour plan des xy celui de la courbe d'entrée, les 
équations des deux quadriques seront 



et 



Ax^ + A'y* + A''%^ + 2Byz-{'^B'zx + 2B''xy 

+ 2Ca; + 2C'y + C','i5 + D = 0, 

car on doit obtenir le même résultat quand on pose 2=0 dans 
chacune d'elles. 
De ces deux équations, on tire par soustraction 

j(A'-A;)2 + 2(B-B,)y + 2(B'-B;)aî + 2(C*-C^)|«=0. 

Cette équation représente deux plans dont l'un est celui de la 
courbe d'entrée; le théorème est donc démontré. 

Lemme II. — V équation générale des quadriques passant par 
Vintersection de deux quadriques ayant pour équations 

U = V = 
est 

(1) u-i-xv = o. 
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D'abord, quand X varie, l'équation (1) représente un faisceau 
de quadriques passant par Tintersection des quadriques données ; 
car pour un point de cette intersection on a à la fois U = Y = 0. 

En second lieu l'équation (1) représente toutes les quadriques 
passant par cette intersection. 

Soit en effet A une quadrique quelconque passant par cette in- 
tersection ; prenons sur elle un point M{x^, tfi» ^i) ^on situé sur 
l'intersection des quadriques U, V. 

En exprimant que l'équation (1) est satisfaite par les coordon- 
nées du point M, on aura la relation U| 4- X V| =0; en désignant 
par U| et V| les valeurs que prennent les fonctions U, V pour 
x=Xi,y = y^ ei2=2|. 

En tenant compte de cette relation, Téquation (1) devient 

IL — Z 

je dis que la quadrique B qu'elle représente se confond avec Â. 

Pour le démontrer, menons par le point M un plan quelconque P ; 
il coupe les surfaces A et B suivant les mêmes coniques. En eCTet, 
ces coniques ont cinq points communs, savoir le point M et les 
quatre points où le plan P rencontre la courbe d'intersection des 
quadriques U, V. 

Tous les plans passant par M coupant les quadriques A, B sui- 
vant la même conique, elles se confondent. 

208. Ces deux lemmes vont nous servir à démontrer le théo- 
rème suivant : 

Théorème. — Les plans cycliques d'une quadrique sont paral- 
lèles aux plans que représente Véquation 

(2) ^{x, y, «)_S(x« + y« + »«) = 

quand on y remplace S par une racine de Véquation en S. 

Soit G un cercle situé sur une quadrique dont l'équation est 
f = ; par ce cercle faisons passer une sphère S ; la courbe d'en- 
trée de lintersection des deux surfaces étant plane, la courbe de 
sortie sera également plane. 

Il résulte de là que, si 2 = est l'équation de la sphère, 
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l'équation 

' /"— S2 = 

qui représente toutes les quadriques passant par l'intersection 
de f et de 2, devra se décomposer en un produit de deux facteurs 
pour une valeur convenablement choisie de S. Pour cette va- 
leur Si on aura identiquement 

r-S/2: = (P + a)(Q+p), 

F, Q étant des fonctions linéaires et homogènes de x, y, 2 eta, ^ 
des constantes. 

En ne prenant, dans cette identité, que les termes du second 
degré, on en déduit la nouvelle identité 

(p — S,(a:« + y» + 2«) = PQ 

qui montre que Si est une racine de l'équation en S, et que le 
plan du cercle G est parallèle à l'un de ceux que représente 
réquation (2), pour S = S/. 

Réciproquement, toutes les directions de plans ainsi obtenus 
correspondent à des plans cycliques. 

En effet, de l'identité 

(p-Si(x» + y« + 2»)=PQ 
on déduit l'identité 

^==S,(x8 + y« + a«) + PQ, 
et l'équation de la quadrique prend la forme 

Si(a:« + y« + 2«)4-PQ + 2Cjî + 2G'î/ + 2C"2 + D = 0. 

Les intersections de la surface par des plans parallèles aux 
plans P ou Q sont situées sur des sphères ; donc ces plans sont 
bien des plans cycliques. 

209. A chacune des racines S^, S^, 83 de l'équation en S cor- 
respond un système de deux directions de plans cycliques ; nous 
allons démontrer que le système qui correspond à la racine 
moyenne est seul formé de deux directions réelles. 

Nous supposerons S| > Sj > S3. 
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Quand on passe des axes oXf oy, oz aux axes de symétrie 
GX, GY, GZ du cône asymptote de la quadrique, la fonction 
9 — S(a:* + y* + 2*) devient 

(S,-S)X« + (S,-S)Y« + (S3-S)Z«. 

Sous cette forme on voit que cette fonction égalée à zéro ne 
peut représenter deux plans réels qu'autant que l'on y remplace S 
par la racine moyenne S,. 

210. De la même forme on déduit également les propriétés 
suivantes : 

Quand les trois racines S|, S,, S3 sont distinctes, la quadrique 
n'admet que deux directions de plans cycliques réels. 

Si deux de ces racines sont égales, les deux directions de 
plans cycliques réels se confondent. 

Enfin si les trois racines sont égales, un plan quelconque coupe 
la quadrique suivant des cercles ; la surface est alors une sphère. 

Il résulte de cette discussion qu'une quadrique admettant plus 
de deux directions de plans cycliques réels, est nécessairement 
une sphère. 

211. Renxarque. — La méthode donnée par Gauchy pour sé- 
parer les racines de l'équation en S permet aussi de montrer que, 
pour avoir des plans cycliques réels, il faut dans l'équation 

(2) ç~S(x* + y* + 2») = 

remplacer S par la racine moyenne de l'équation en S. 

En effet, cette équation représentera deux plans réels si leur 
intersection par le plan yoz, par exemple, est formée de deux 
droites réelles. Les équations de cette intersection sont 

x = {A'S)y^ + (A" — S)z^ + iByz = 0; 
elle se composera de deux droites réelles, si l'on a 

(A' — S)(A" — S) — B«<0 



c'est-à-dire si S est compris entre les deux racines s^, s^ do 
l'équation 

a = (A' — S)(A" — S) — B« = 0. 
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Or les racines de Téquation en S sont séparées par la suite 

— 00 Si 5j +00; 

donc on doit remplacer S par la racine moyenne S, de cette équa^- 
tion. 

Si S, annulait a, on couperait les deux plans représentés par 
l'équation (2) par un autre plan de coordonnées ; dans le cas où 
la nouvelle section serait encore formée d*une droite double, les 
deux plans cycliques seraient confondus et la surface serait de 
révolution. 

212. Nous terminerons Tétude des sections circulaires d'une 
quadrique par la démonstration du théorème suivant dû à 
Hachette. 

Théorème. — Deux sections cycliques appartenant au mime 
système mais situées dans des plans non parallèles sont sur une 
même sphère. 

Soient P = 0, Q = les équations qui définissent les directions 
des deux plans cycliques d'un mime système, c'est-à-dire celles 
qui correspondent à une 7nême racine Si de Téquation en S ; on 
aura identiquement 

. ç(x,y, 2)-S.(x«-fy« + a«)=PQ, 

et l'équation de la quadrique prendra la forme 

S,(x« + y« + a«) + PQ + 2Gj; + 2C'y + 2C"a + D = 0. 

Deux sections cycliques de ce système, situées dans des plans 
non parallèles, ont respectivement pour équations 

P = a Si(x« + î/« + 2«) + aQ + 2Cx + 2C'y+2C"2 + D = 
et 

Q=p Si(x* + y^ + z*) + pP + 2Cx + 2Gy+2C"z + B=0. 

On voit immédiatement que ces deux sections sont situées sur 
la sphère dont l'équation est 

Si(x« + y«+a«) + aQ + pP+2(ir+2C'y + 2G'a+D— a^ = 0. 
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Plans tangents. 

213. Les quadriques de la première classe étant rapportées à 
leurs plans principaux, Téquation du plan tangent en fonction des 
coordonnées x, y, z du point de contact M est 

si la surface est un ellipsoïde ; 

si elle est un hyperboloïde à une nappe, et 

Xx Yy Zz 

ir+-ïir-7î+*=o 

si cette surface est un hyperboloïde à deux nappes. 

Les quadriques de la deuxième classe étant rapportées aux deux 
plans principaux et au plan tangent au sommet, Téquation du 
plan tangent en fonction des coordonnées Xj y, z du point de 
contact est 

(2) ^ + Y-(X + x) = 

si la surface est un imraboloïde elliptique^ et 

l£_^-(X+x)=o 

P 9 
si elle est un paraboloïde hyperbolique. 
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214. Application. — Trouver le lieu des sommets desparaUéli- 
pipèdes construits sur trois diamètres conjugués d'un ellipsoïde» 

Considérons trois demi-diamètres conjugués rencontrant l'el- 
lipsoïde aux points A' (a:, y, z\ B' (x„ y,, «j), C (j^, y,, z^) ; l'un 
des sommets M du parallélipipède construit sur les trois dia- 
mètres conjugués considérés sa trouvant à Tintersection des 

plans tangents aux points A', B', C, ses 
X coordonnées satisferont aux équations 




(3) 



a» + i,. + c. »-" 



a* 
Xx 



6» 



\ «' 









— 1 = 0. 



Projetons orthogonalement, sur les 
Fig. 45. axes de coordonnées, les deux che- 

mins oM, oA'DM, en remarquant que 
les arêtes Â'D, DM du parallélipipède ont respectivement les 
mêmes projections que oC et oB', nous aurons les relations 



(4) 



X = 

Y = 
Z = 



X -~p «Tj "^ Xj 

s +^i+«a. 



Ajoutons les équations (8) en tenant compte des relations (4), 
nous obtiendrons, pour représenter le lieu des points M» Téqua- 
tion 

Le lieu est donc un ellipsoïde ayant les mêmes plans prin- 
cipaux que l'ellipsoïde donné; les longueurs des axes étant 

2ay/l 2b\/s 2cv/3. 



2iS. Équation du plan tangent parallèle à un plan donné. — 
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Proposons-nous d'exprimer que le plan ayant pour équation 

(5) aX + pY + YZ — rf = 

est tangent à une quadrique ; a , p^ y étant des constantes don- 
nées. 

Si cette quadrique est un ellipsoïde, ou identifiera cette équa- 
tion avec réquation (1), ce qui donne les relations 

X y z 1 

On en tire 

X aa y bp z cy 

ad b d c d 

En portant ces valeurs dans Téquation de l'ellipsoïde à laquelle 
satisfont les coordonnées x, y, z du point de contact M du plan 
tangenty on a la relation 

a«a« + t«p« + c»Y« = d«; 
l'équation du plan tangent est donc 



On passera de Tellipsoïde à Thyperbôloïde à une nappe en 
changeant c' en — c*, et de la même surface à Thyberboloïde à 
deux nappes, en changeant a* et fc* en — a* et — ft*. 

Si la quadrique est un parabololde elliptique, on identifiera 
réquation (5) avec Téquation (2), ce qui donne les relations 

y _ z 1 X 

On en tire 

__d __PP =_?!. 

en substituant ces valeurs dans l'équation du parabololde, on a 
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la relation 
L*équation cherchée du plan tangent est donc 

Pour passer du paraboloïde elliptique au paraboloïde hyperbo- 
lique, on changera 9 en — q, 

216. Application. — Trouver le lieu des sommets des triidres 
trirectangles dont les faces sont tangentes aune quadrique donnée. 

Supposons que la quadrique soit un ellipsoïde, les équations 
des trois faces d*un des trièdres seront 



(6) !aiX + p,Y + Y,Z = \/a><+*»PÎ + ^VÎ 

Ces trois plans étant perpendiculaires deux à deux, on a entre 
les n^M/* cosinus (a, p, y), (a^, p^, yj, ((4, Pj, Yi) les six rela- 
tions 

(7) !«î + PÎ + Tt = l (8) j*c4 + p p, + Y Y« = 
«i + fî + Y« = * («i» +PiP +YiT =0. 

Gomme on a en tout neuf équations, il semble que par chaque 
point de l'espace on peut mener à un ellipsoïde trois plans tan- 
gents formant un trièdre trirectangle ; il n*en est pas ainsi 
cependant. 

En effet, les neuf cosinus vérifient les relations (III) et (IV) du 
paragraphe 14, dans lesquelles la lettre a doit être remplacée 
par a, la lettre b par p et la lettre e par y- 
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Si l'on ajoute alors les équations (6) après les avoir élevées au 
carré, on obtient Féquation 

X«-|-Y« + Z* = a» + fc* + c«; 

le sommet du trièdre doit donc se trouver sur la sphère, de 
Monge. 

217. Nous avons obtenu une relation entre les coordonnées 
X^ Y, Z ; mais il n'est pas prouvé qu'en combinant d'une autre 
manière les équations (6), on ne pourra pas obtenir une seconde 
relation entre ces coordonnées. 

Pour avoir le droit de dire que la sphère de Monge est le lieu 
des sommets des trièdres trirectangles dont les faces sont tan- 
gentes à l'ellipsoïde^ il faut faire voir que les coordonnées de 
chacun de ces sommets ne doivent être liées que par une seule 
relation. 

Il y aura aussi à expliquer pourquoi ces coordonnées sont liées 
par une relation et pourquoi on n'a trouvé cependant que neuf 
relations entre les neuf cosinus. 

Soit M le sommet d'un trièdre dont les faces touchent l'ellip- 
soïde ; imaginons le cône G circonscrit à l'ellipsoïde et dont le 
sommet est en M. Ce cône touchera les trois faces du trièdre, et 
nous verrons plus loin qu'il est du second ordre. 

Maintenant, il a été démontré (168) qu'il n'est pas en général 
possible de circonscrire un trièdre trirectangle à un cône du 
second ordre ; pour qu'il en soit ainsi, une relation de condition 
et une seule est nécessaire. 

Cette propriété du cône du second ordre montre : 1"* que le 
sommet d'un trièdre trirectangle dont les faces touchent un ellip- 
soïde n'est pas arbitraire ; 2"" que les coordonnées de ce sommet 
doivent vérifier une seule relation ; ce sommet décrit donc une 
surface qui est dès lors la sphère de Monge. 

Quand le point M est situé sur la sphère de Monge, on peut 
supprimer une des équations (6), (7) et (8) ; mais il y a une infi' 
nité de trièdres trirectangles circonscrits au cône auxiliaire C ; 
doDCy après la suppression de cette relation , les neuf cosinus ne 
doivent pis être déterminés. On comprend dès lors qu'en mettant 
le problème proposé en équation ^ on ait été conduit seulement à 
neu/* relations de condition. 

218. Remarque. — La considération du cône C permet de 
II 19 
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donner une autre solution du problème que nous venons de ré- 
soudre. 

Il faut, comme nous l'avons dit plus haut, exprimer que Ton 
peut circonscrire au cône G un trièdre trirectangle, ou bien expri- 
mer que l'on peut placer les arêtes d*un trièdre trirectangle sur 
le cône C supplémentaire du cône G. 

Nous allons chercher l'équation du cône G' lieu des perpendi- 
culaires abaissées du centre de l'ellipsoïde sur les plans Un- 
gents passant par le point M (x, y, z), et nous exprimerons que 
Ton peut placer sur ce cône les arêtes d'un trièdre trirectangle. 

Soit 

l'équation d'un plan tangent à l'ellipsoïde ; en écrivant qu'il passe 
par le point M on a la relation 



a^ + Py + r^ =\/a'*' + **P' + c*T*- 

L'équation du cône G' s'obtiendra en éliminant a, p, f entre 
cette relation et les équations 

X_Y_Z 

de la perpendiculaire abaissée de l'origine sur le plan tangent, 
ce qui donne l'équation 

(Xa;4-Yî/ + Z2)« = a«X« + fr«Y« + (;«Z«. 

En égalant à zéro la somme des coefficients de X', Y^, Z^ on 
retrouve l'équation de la sphère de Mongo. 

219. Supposons maintenant que la quadrique soit un parabo- 
loïde. La surface étant rapportée aux deux plans principaux et 
au plan tangent au sommet^ les équations des trois faces d*uD 
des triôdres seront 

a X+p Y + Y Z = — 1 (pP»±gY») 

a,X + S,Y+Y,Z = -J-(ppJ±,Y;). 
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Ajoutons ces trois équations, multipliées respectivement par 
a, a^, 04, et tenons compte des relations qui résultent de ce que 
les trois plans tangents sont perpendiculaires deux à deux, nous 
obtiendrons Téquation 

X = -|(p±<ï). 

Le lieu est alors un plan perpendiculaire à Taxe du paraboloïde ; 
ce plan se confond avec le plan tangent au sommet quand le 
paraboloïde est hyperbolique et équilatère. 

220. Remarque. — Du problème que nous venons de résoudre 
on peut déduire le lieu des points de 
rencontre des génératrices rectilignes 
d'une quadrique qui se coupent à angle 
droit. 

Soient en effet MD, MD' deux géné- 
ratrices d'une quadrique se coupant à 
angle droit ; menons la normale MN au 
point M. Le plan DMD' sera tangent à Fig. i6. 

la quadrique et il en sera de même des 

plans NMD» NMD' qui passent chacun par une génératrice recti- 
lignede la quadrique. Comme le trièdre MDD'N est trirectangle, 
le point M est sur la sphère de Monge si la quadrique est un 
hyperboloïde à une nappe, et sur le plan qui a pour équation 

p — q 
2 ' 

si cette surface est un paraboloïde hyperbolique. Dans ce der- 
nier cas, le lieu des points M est une hyperbole ; pour la discus- 
sion du même lieu dans le cas de Thyperboloïde à une nappe, 
nous renverrons au paragraphe 198. 



POI4E ET IPIaÊJS POIiJLIlftE. 

221. Théorème. — Par un point donné p (Xq, yof ^0) on mhie 
une sécante qui rencontre en a et a! une quadrique donnée; le 
point p' conjugué harmonique du point p par rapport aux points 
a et a! décrit un plan, quand la sécante tourne autour du point p. 
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Soient 

r(X,Y,Z, T)=0 

réquation rendue homogène de la quadrique, eix, y^ z les coor- 
données du point p'. 
Pour avoir les coordonnées des points a, a', où la sécante pp' 

rencontre la quadrique, il faudra résoudre, par rapporta^, 

A 

réquation 

puis substituer les valeurs obtenues dans les formules 

IXq + ilx g^ ^yp + t^y ^ Xzq + ilz 

*- X + p. P X + f. ^ X + îx ' 

après avoir fait t = tQ=^i. 

Pour que les points p, p' soient conjugués harmoniques par 
rapport aux points a et a\ il faut et il suffit que réquation (9) 

donne pour ^ deux valeurs égales et de signes contraires ; les 

coordonnées x, y, z du point p' satisfont donc à l'équation 

dans laquelle on fait t = tQ = l\ or, cette équation représente 
un plan. 

Ce plan est appelé le plan polaire du point p, et le point p est 
dit le pôle du plan. 

222. Discussion. — L'équation du plan polaire du point p peut 
être écrite sous l'une des deux formes suivantes : 

^of's +yofy +^r'z +tor\ =o. 

Nous allons chercher si le plan polaire d'un point est toujours 
déterminé. 
Ce plan ne sera indéterminé que si Ton a à la fois 

4=0 4=0 4=0 4=0 
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pour ^0= 1 ; on voit que la quadrique, doit avoir un point double 
et que le point p doit coïncider avec un des points do%J>les. 

De cette remarque il résulte qu'en général le plan polaire d'un 
point p est déterminé. 

La même remarque montre encore que deux points 

P(^oiyo.«o) Pi(^i»yi»i) 

n'ont pas, en général, le même plan polaire. 
En effet, si les deux équations 

représentent le même plan, il existera des constantes X et (x telles 
que Ton aura identiquement 

Cette identité montre que le point q de la droite pp^, dont les 
coordonnées sont 

xxo4-txg| ^ yo + t^yi >-go + (^3;i 

X + ix ' X+tx ' X+ix 

a un plan polaire indéterminé ; par conséquent la quadrique devra 
admettre le point q pour point double. 

Ainsi deux points auront toujours des plans polaires distincts, à 
moins qu'ils ne soient situés sur une droite passant par un point 
double de la quadrique. 

Cette quadrique sera alors un cône, un cylindre ou formée d'un 
système de deux plans. 

223. Problème. — Trouver le pôle du plan qui a pour équation 

uX + rY+ti;Z + IT = 0. 

En identiflant cette équation avec celle du plan polaire d'un 
point quelconque p (Xjy,z)t on obtient les relations 

U V w l 



qui déterminent le pôle du plan. 



294 LrVRB V. — CHAPITRB IV 

Représentons par 2 X la valeur commune des rapports précédents, les 
équations qui déterminent le pôle seront 

B"x + A'y + B z + C'* = Xy 
Cx + C'y + C'z+B t==zlL 

De ces équations on tirera -, ^, -, - ; en posant ensuite t = i, on aura X 

et les coordonnées z, y, z du pôle inconnu. 

Représentons toijgours par H le discriminant de la fonction /; nous 
aurons à distinguer plusieurs cas. 

Premier cas. — H n'est pas nul. — En posant 

9 = ii*H^ + t;*H^, + »«H'^i»-|-i;wHB + toMH3i+ii»Hi,i 
+ uIH'c + v/H cr + wIH'c,, + Z«hJ>, 

on verra comme en géométrie plane (G. P. 247) que les coordonnées du pôle 
inconnu sont déterminées par les équations 

ic __ y __ z __ 1 

~T T T" ~ * 
9u 9» 9w 9l 

Ainsi, quand H n*est pas nul, un plan n*a qu'un seul pôle. 

Deuxième cas. — H est nul, — On pourrait, comme on Ta fait en géomé- 
trie plane, discuter les équations (10) par la méthode de M. Roaché;ooas 
pensons qu'il ne sera pas inutile d'exposer une autre méthode de discossion 
qui s'applique également à la détermination du pôle d'une droite en géomé- 
trie plane. 

Remarquons d'abord que, H étant nul, la quadrique aura un point double, 
une ligne de points doubles ou un plan de points doubles. Nous allons éli- 
miner successivement ces trois hypothèses. 

1* La quadrique a un seul point double ; elle est un cône ou un cylindre. — 
Pour abréger l'écriture nous représenterons par U, V, W, L les premiers 
membres des équations 

(11) rit — 2Xi« = f'^'-tlv = /i — 2Xic/ = f', — 2X1 = 

qui déterminent le pôle du plan donné. 
Soient 

a P T 

6 ê" ê 

|es coordonnées du point double A ; des équations (11) on tire 
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La partie indépendante de X est nulle, car elle est identiquement égale à 

et les coefficients de x, y, x^ t sont nuls, puisque A est un point double. 
On a donc la relation 

(12) X(ifa + »p + W'r + '») = 0. 

Deux cas peuvent se présenter. 

Supposons d*abord que le plan P ne passe pas par le point double ; la 
relation (12) donne X = et les équations (11) deviennent 

fx^o /^y=o r;=o r;=o; 

le pôle anneide avec le point double de la quadrique. 

Supposons maintenant que le plan P passe par le point double ; on aura 
identiquement 

aU + pv+-rW + eL=o, 

les quantités a, ^, -^f, 6 n'étant pas toutes nulles. On voit que les équations (11) 
se réduisent à trois distinctes, qui seront les trois premières par exemple. 
L^éliminalion de X entre ces trois équations donne les deux équations 

IX fy I» 

^^H» ^^^ ^M ^^^ a^M • 

U V w ' 

le plan P a une ligne de pôles et cette ligne pane par le point double, 

2* La quadrique a une ligne de points doubles ; elle est formée d^un système 
de deux plans distincts* — Soient 

« P T 
F 6 6 

les coordonnées d*un point A de la ligne des points doubles ; on aura encore 
la relation (12). 

Deux cas peuvent se présenter. 

Supposons d'abord que le plan P ne passe pas par la ligne des points 
doubles. On peut choisir pour le point A un point autre que celui où cette 
ligne est rencontrée par le plan P, alors X sera nul et les équations (11) de- 
viendront 

tous les points de la ligne des points doubles sont des pôles du plan P. 

Supposons maintenant que le plan P passe par la ligne des points doubles. 
Prenons sur cette ligne deux points 

(a p f\ ,/«' P' T'\ 



» « 
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noas auroDs les rel&tioa« 

tfa +vp -h M/y H-iô =0 
et par suite les deux identités 

Les deux points A, A' étant distincts, tous les déterminants da second 
ordre que l'on peut former en prenant deux colonnes dans le tableau rectan- 
gulaire suivant 

a P 7 6 
a' p' y' ô' 

ne sont pas nuls à la fois. Soit par. exemple ap' — pa'^0; on pourra ré- 
soudre les identités (13) par rapport à U et V ; les équations (11) se réduiront 
à deux distinctes W = 0, L = 0. L'élimination de X entre ces deux équationa 
donne l'équation 

w l ' 

le plan Pa une infinité de pâles Htués dans un plan passant par la ligne des 
points doubles, 

3* La quadrique a un plan de points doubles ; elle est formée de deux plstu 
confondus. — Deux cas peuvent se présenter. 

Supposons d'abord que le plan P ne coïncide pas avec le plan des points 
doubles. Prenons sur ce dernier plan un point A n'appartenant pas au plan P; 
on aura encore la relation (12) qui exige que X soit nul. Les équations (il) 
deviendront 

r'x = f'y = r', = f[=0; 

tous les points du plan des points doubles sont des pôles du plan P. 

Supposons maintenant que le plan P coïncide avec le plan des points dou- 
bles. Prenons sur ce plan trois points 

non en ligne droite, nous aurons les identités 

a U + p V-ff W + Ô L = 
(14) a'U + p' V + y' W + 6' L = 

a"U + P" V + t" W + 6" L =0. 

Le plan qui passe par A, A', A" étant déterminé, tous les déterminanls du 
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troisième ordre obtenus en prenant trois colonnes dms le -tableau rectangu- 
laire suivant 

a P T 

«' p' y' e' 

a" p" -r" »" 

ne sont pas nuls à la fois. Soit par exemple (a^W") ^^> on pourra résoudre 

les identités (14) par rapport à U, V, W ; les équations (11) se réduiront donc 
à une seule 

qui représente un plan quelconque parallèle au plan des points doubles, car 
X reste arbitraire. 
Ainsi tous les points de r espace sont alors des pôles du plan P. 



Propriétés du pjan polaire d'un point. 

224. Théorème I. — Le plan polaire d'un point p est parallèle 
au plan conjugué du diamètre qui passe par ce point. 

i* La quadrique appartient à la première classe. — Prenons 
pour axe des x le diamètre op et pour axes des y et des z deux 
diamètres formant avec op un système triplement conjugué ; 
l'équation de la quadrique sera 

et le plan polaire du point p{Xq, 0, 0) aura pour équation 

Aa:Xo + D = 0. 

On voit que ce plan est parallèle au plan yoz conjugue de op. 

Le choix d'axes de coordonnées que nous venons de faire n'est 
plus possible quand le point p est sur le cône asymptote de la 
quadrique. Si Ton rapporte alors la surface à trois génératrices 
du cône asymptote dont Tune ox passe par le point p, son équa- 
tion sera 

2Byz + 2B'zx + 2B''xy + l) = 0, 
et celle du plan polaire du point p sera 
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Ce plan est parallèle à celui qui touche le cdne asymptote sui- 
vant ox, c'est-à-dire au plan diamétral conjugué de ox. 

Remarque. — Quand le pôle est à Tinfini, le plan polaire 
passe par le centre ; quand le pôle coïncide avec le centre, le 
plan polaire est à Tinflni. 

2^ La quadrique appartient à la deuxième ckisse, — Prenons pour 
plans des xoy et des xoz deux plans diamétraux conjugués se 
coupant suivant le diamètre op qui passe par le point p, et, pour 
plan des yoz, celui qui touche la quadrique au point o extrémité 
de ce diamètre ; l'équation de cette surface sera 

A'y« + A''a* + 2Cx = 0, 

et celle du plan polaire du point p(xot 0, 0) sera 

Ce plan est donc encore parallèle au plan conjugué du dia- 
mètre op. 

Théorème II. — Lorsque plusieurs plam passent par un même 
point p, leurs pôles sont situés sur le plan polaire du point p. 

Soit 

wX-f t;Y-j-tt;Z + /T = 

réquation d*un plan mobile assujetti à passer par le point 
PIt^» 7^> r) ; on aura la relation 

\ *o *0 *0 / 

(15) uXQ-{-vyQ + wzo + lto = 0. 

Le pôle de ce plan sera déterminé par les équations 



(16) 



L U U U 



u \f w V 
on obtiendra le lieu des pôles en éliminant u, v, u;, I entre les 
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équations (15) et (16), ce qui donne l'équation 

qui représente le plan polaire du point p. 

Théorème III. — Les plans polaires de tous les points d'un plan 
passent par le pôle de ce plan. 

Supposons qu'un point w ( -p , ^ , -p ) décrive un plan P ayant 

pour équation 

ttX + t;Y + ii;Z + {T = 0, 

on aura la relation 

(17) uXo + vyo + wZo'\'lto = Q. 

Le plan polaire du point m a pour équation 

(18) ^o/*;+yof;+^or;+u=o. 

En éliminant t^ entre les équations (17) et (18) , Téquation du 
plan polaire devient 

a^o (iri - «o + »o (!/■;-«'/;) +2o (!/•; -w/i) =0. 

Sous cette forme, on voit que les plans polaires des points m 
du plan P passent par un point fixe défini par les équations 

U V w l 

c'est-à-dire par le pôle du plan P. 

Théorème lY. — Les plans polaires des points d*une droite D 
passent par une même droite D'. 

Pretfons sur la droite D deux points 
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un point quelconque M de cette droite aura pour coordonnées 

^i+^^a yi+^y» ^ gj+^gji 
U+u^' ti+u^' U-^W 

et l'équation de son plan polaire sera 

(a:i+>x,)/";+(y.+xy,)/;;+(2,+x2^)f;+(^j+>t,)/;=o. 

Sous cette forme , on voit que ce plan passe par la droite D' 
définie par les deux équations 

Réciproquement, les plans polaires d*un point qiLelconque de 
la droite D' passent par la droite D. 

(x' y' ^\ 
— , ^, - j de la droite 

D' a pour équation 

Ce plan passe par le point A^ de la droite D, car le point M' 
étant situé sur la droite D', on a la relation 

On verrait de même que ce plan passe par le point A^ et par 
suite par la droite D. 

Les droites D et D' sont appelées droites polaires ou conju- 
guées. 

Ainsi deux droites sont dites polaires ou conjuguées quand les 
plans polaires des points de chacune d'elles passent par Vautre. 

Corollaire. — Quand un plan P tourne autour (Tune droite D, 
son pôle p décrit la droite D' conjuguée de D. 

En effet, les plans polaires des points de D passant à la fois 
par la droite D' et par le pôle p, ce pôle est sur la droite D^ 
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Thôorème T. — SiB et B' sont deux droites conjuguées^ cha- 
cune d'elles est dans le plan diamétral conjugué de Vautre. 

En effet, le plan polaire du point situé à l'infini sur la droite D 
passe par la droite D' ; or, ce plan est le plan diamétral conjugué 
deD. 

Théorème TI. — Si une transversale rencontre deux droites 
conjuguées D, D' aux points a, a, les points m, m' oîi eUe perce la 
surface sont conjugués harmoniques par rapport aux points a, a . 

Gela résulte de ce que le plan polaire du point a passe par le 
point a'. 

Théorème VII. — Les points de contact des plans tangents 
menés à une quadrique par une droite D sont situés sur sa conju- 
guée D'. 

En effet, chaque point de contact est le pôle du plan tangent 
correspondant. 

La droite D' ne rencontrant la quadrique qu'en deux points, 
on ne peut mener à cette surface que deux plans tangents réels 
ou imaginaires passant par une droite donnée D. 



MORHilLl^ES. 

Comme on passe facilement de Pellipsoïde aux hyperboloïdes 
et du paraboloïde elliptique au paraboloïde hyperbolique, il suffira 
de supposer successivement que la quadrique est un ellipsoïde^ 
puis un paraboloïde elliptique. 

225. La quadrique est un ellipsoïde. — Si Ton rapporte la 
surface à ses axes, les équations d'une normale dont le point 
d'incidence est M (x, y, %), sont 

X — x _ Y— y _ Z — g 

£ "" 1 ~ £ 
a« b* c« 

Problème.— Par un point donné P(X|, j^i, 2|) mener une 
normale à un ellipsoïde. 
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Nous prendrons pour inconnues les coordonnées Xj y, % du 
point d'incidence. En exprimant que la normale passe par le 
point P et désignant par X une inconnue auxiliaire, on aura les 
relations 

X y z * 

d*où Ton tire 

(,») ,=.^. „=±i!i, •="" 



Substituons, dans Péquation de Tellipsoïde, ces valeurs des 
coordonnées du point d'incidence, nous aurons, pour déterminer 
Tinconnue auxiliaire X, l'équation du sixième degré 

a^x] b^y] c^z] 

(20) fa) = — I — 1 î--_i=o. 

A chaque racine réelle de cette équation correspond pour 
Xy y y z un seul système de valeurs réelles données par les for- 
mules (19) ; donc, d'un point P, on peut mener à un ellipsoïde six 
normales. Deux d'entre elles sont toujours réelles, car Téqua- 
tion (20) a au moins deux racines réelles comprises Tune entre 
— 00 et — a*, l'autre entre — c* et + «> • 

226. Théorème. — Les points d'incidence des six normales me- 
nées d'un point P àun ellipsoïde sont sur une cubique gauche qui 
passe par le centre de la surface, par le point P et dont les asymp- 
totes sont parallèles aux axes de symétrie de cette surface. 

En effet, si l'on regarde X comme un paramètre variable, les 
équations (19) représentent une courbe passant par les points 
d'incidence des six normales. 

Cette courbe n'est coupée qu'en trois points par un plan ; car, 
si entre les équations (19) et celle d'un plan on élimine x, y, 2, 
on obtient, pour déterminer X, une équation du troisième degré; 
la courbe est donc une cubique gauche. 

En remplaçant successivement X par + oo et 0, dans les for- 
mules (19), on voit que la cubique passe par le centre de Tellip- 
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solde et par le point P. Enfin les directions asymptotiques de 
cette cubique sont parallèles aux axes de symétrie de Tellipsoïde, 
car les formules (19) donnent pour x, y o\xz des valeurs infinies, 
quand ou y remplace X par — a*, par — ft* ou par — c*. Ces 
directions asymptoti({ues forment un trièdre trirectangle. 

On voit que la cubique gauche a une grande analogie avec 
rhyperbole équilatère qui passe par les points d'incidence dés 
normales menées d'un point à une conique. 

227. Considérons le cône ayant pour sommet un point S de la 
cubique gauche et pour directrice cette courbé ; ce cône sera du 
second ordre. En effet, un plan quelconque mené par le point S 
ne rencontrant la cubique qu'en deux points autres que S, coupe 
le cône suivant deux droites. 

De cette remarque résulte le théorème suivant dû à Chasies. 

Théorème. — Les six normales menées d'un point F à un ellip- 
soïde sont sur un cône du second ordre C. 

En effet le point P est sur la cubique gauche. 

228. Équation du cône C. — Les équations d'une droite pas- 
sant par le point P sont 

a p Y ' 

En exprimant que cette droite rencontre la cubique gauche, on 
obtient, après avoir supprimé la solution X = qui con*espond 
au point P, les relations 

3^t _ yi _. ^t __ ^ 

xO^ + a^) P(X + fta) y(A + c^) 7' 

que l'on peut écrire comme il suit : 

îlp-j_X + a» = i^p + X+&« = ?ip+x+c«=0. 
X p Y 

L'élimination de X et de p donne la relation de condition 

» P r 
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réquation du cône G est donc 

X — x^ "^ Y — y, ^ Z — z^ ~ 

229. Théorème. — Les points d'incidetice des six normales me- 
nées tun point P à tin ellipsoïde ne sont jamais situés sur utu 
sphère. 

Le théorème est évident quand le point P est dans un plan 
principal ; en effet; quatre des points d'incidence sont sur la sec- 
tion principale correspondante, et Ton sait que ces quatre poinls 
ne peuvent pas être situés sur la circonférence d*un cercle. Nous 
pouvons donc écarter ce cas particulier, ce qui revient à suppo- 
ser qu'aucune des quantités X -[- a*i ^ + 1', ^ + c* n'est égale à 
zéro. 

Cette restriction étant faite, nous pourrons même démontrer 
que les points d'incidence de cinq des six normales ne sont pas 
situés sur une sphère. 

Soit 

réquation d'une sphère. Exprimons que l'un des points d'inci- 
dence est sur cette sphère, nous aurons l'équation 

a*x*^ t*y* c*«' 

j.2C-^^+2C'-^^-l-2G'-^^ + D = 

Pour que les points d'incidence de cinq des six normales soient 
situés sur la sphère, il faudrait que cette équation et l'équation (20) 
aient cinq racines communes. 

Ajoutons; a l'équation précédente, Téquation (20) multipliée 
par X ; les deux termes des trois premières fractions, dans cette 
somme, seront respectivement divisibles par X-f-a', X-|-(*, 
X -|- e*. Après la suppression de ces trois diviseurs qui ne sont 
pas nuls par hypothèse, on obtient l'équation 

a^x^(x, + 2C) b^y,{y, + 2C') cH.iz. + ^C) ^^ 

X + a« ^ X + fc» "^ X + c« "^ 
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Cette équation est du qnatrième degré, elle ne peut pas se ré- 
duire à une identité, car le coefficient de X* est égal à — 1 ; elle 
ne peut donc pas avoir cinq racines communei^ avec Téqua- 
lion (20). 

230. La quadriqne est un paraboloîde elliptique. — Si l'on 
rapporte la surface aux deux plans principaux et au plan tangent 
au sommet, les équations d'une normale dont le point d'incidence 
est M(x, jft z) sont 

X—x Y — y Z — z 

P 9 

Problème. — Par un point donné P(xi, j^i, Zi) mener une nor- 
male à un paraboloîde elliptique. 

Les coordonnées x^ y, z du point d'incidence s'obtiendront eu 
remplaçant, dans les formules 

X = Xi-f'A y=— -— z = 



X + p X + î 

rinconnue auxiliaire X par les racines de l'équation du cinquième 
degré 

Ainsi d'un point P on peut mener à un paraboloîde cinq nor- 
males dont une au mmns est réelle. 

231. On démontrera, comme dans le cas de Tellipsoïde, les 
théorèmes suivants : 

Théorème. — Les points d'incidence des cinq normales menées 
d'un point P à un paraboloîde elliptique sont sur une cubique 
gauche qui passe par le point P, qui est asymptote à V axe de la sur- 
face et dont les deux autres asymptotes sont perpendiculaires aux 
deux plans principatuc. 



Théorème. — Les cinq normales menées d'un point P à 
II 20 



un 
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parabcHoïdè eUiptique €t la paraltële menée par ce point à face de 
la surface sont sur un cène 4n second ordre* 

L'équation de ce cdne est 

Diéûtèttie. — Lespoiftts d'incidence des cinq normales menées 
d'un point P à un paraboloîde ne sont jamais situés sur "une sphère. 

Remarque. — Il y a exception quand le point P est dans un 
plan principal. 

232. — Nous terminerons cette étude des normales aux quadriqaes en 
démontrant quelques propriétés qui permettent de résoudre la plupart des 
problèmes relatifs aux tiolrmales . 

Ces propriétés ont été établies pour la première fois par M. DesibOTes dam 
un opuscule ayant pour titre : Théorie nouvelle des normales aux surfaces (te 
second ardre. 

Nous supposerons encore successivement que laqnaârique est un^Ilipsaie 
puis un paraboloîde elliptique. 

1* La quadrique est un ellipsoïde. — Nous avons vu (225) que les coor- 
données des points d'incidence dee six normales menées à la surface par le 
point P(x^, Pi, zj s'obtiennent en remplaçant dans les formules 

X = — r t/ := . . .^ Z = 



la quantité X par les raelnes de l'équation 



a^x t^y c*« 



^^' ^^ ' {X + fl«)«^(X + **)«^(X + ^)« 

Soient Q le plan passant par les points d'incidence de trois de ces normales 
et Q' le plan qui passe ^&r les points d'intiidence dM trois autres nortodles. 
Désignons par a, p, y et par «', ^\ y les coordonnéeto 'des |>dl68 des'platt'Q 
et Q' ; trois des racines de l'équation (20) appartiendront à l'équation 

xH-a'^x-i-e»*^ x + ^ 

et les trois autfés \ l'équatiob 



I 

I 
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Il résulte de là que les six racines de réquation (20) appcmtkiDdi^oiit <« 
réqualion 

Les deux fonctions /"(X), F(X) mises soqs forme de fractions rationnelles 
ont les mêmes dénominateurs ; comme leurs numérateurs ont les mêmes ra- 
cines, ces fonctions ne diffèrent que par un facteur constant. 

Cela étant, les résultats obtenus en décomposant les fonctions f(X) et F(X) 
en éléments simples ne différeront aussi que par un facteur constant. 

La fonction f{\) est décomposée en éléments simples ; si Ton décompose 
F (X) en éléments simples on .a 

^ ^~(X + aT (MTt (^H-O* X-hfl^'^X + A«'^X + c«"^ ' 
en posant 

Identifions les deux fonctions, nous aurons les relations 

««'^^«' pp' = -^*« 77» = — c* 
et 

On en tire par l'élimination de a', p', 7' les équations 

- ■«^— -f- ■ •— :^ Il — fit" 
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gui deviennent 



(21') 
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— |i— -f-p — — c — Y, 
a p 



en posant 



P = 






ti = 






t-t 



"* ^ a" — ** 



Les équations (21') sont en général incompatibles, car le déterminant 



D = 



—V ÏJL 

V — p 
— |i p 







Xm Vm z. 
des inconnues — » -^» — est nul. 

a p T 

Ainsi il n'est pas en général possible de trouver sur une section plane d'an 

ellipsoïde trois points tels que les normales en ces points concourent. 

La section ne jouira de cette propriété que si les équations (21*) peuveot 
présenter une indétermination. 

Les mineurs du premier ordre du déterminant D ne sont nuls à la fois que 
si Ton ap = (i=:v = 0, ou bien a = p = y = ; mais alors les équations (21') 
sont incompatibles. 

Pour fixer les idées supposons v^O ; pour que les équations (21') préseD- 

tent une indétermination, il faut et il suf&t que le déterminant 

—V a* — a* 

V *• — p* 

— p, p c' — Y* 

soit nul, ou que l'on ait 

p(a*-a«)-f'n(p«-**)+v(T*-c*) = 0, 
c'est-à-dire 

On voit que le pôle du plan Q doit être situé sur une surface du quatrième 
ordre que M. Desboves a signalée le premier et qu*il a appelée la sarface 
Normopolaire. 

Quand le pôle du plan Q est sur cette surface, les équations (21) oii Ton 
regarde x^, y«, z, comme des coordonnées courantes se réduisent k deux et 
représentent une droite L. 
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Si, de chaqaQ point de cette droite, on mène des nonnales à Tellipsoïde, 
les points d'incidence de trois d'entre elles seront dans le plan Q et ceux 
des trois autres dans le plan Q' dont le pôle a pour coordonnées 

a* *• c* 

«■=-7 p'=-T ^'=-r 

De cette analyse résulte le théorème suivant, qui est vrai pour les deux 
hyperboloides. 

Théorème. — Étant donné un plan Q coupant une quadrique à centre iui- 
vant une conique C ; il est en général impossible de trouver sur cette conique 
trois points tels que les normales en ces points à la surface soient concou- 
rantes. 

Pour quHl en soit ainsi il faut et il suffit que le pâle (ce, ^, f ) du plan Q 
soit situé sur une certaine surface du quatrième ordre. 

Quand le pôle du plan Q est sur cette surface, il existe une infinité de 

groupes de trois normales concourantes et dont les points tCincidence sont sur 

la conique C ; les points de concours des normales de ces différents groupes 

sont sur une même droite ; enfin, pour chaque groupe, les points ^incidence 

des trois autres normales sont situés sur une même conique C intersection de 

a* l^ d' 
la quadrique par le plan Q' dont le pôle a pour coordonnées , — 

a 

Remarque. — L*équation du plan Q' est 

a p T 

ce plan passe donc par les projections, sur les trois axes principaux de la 
quadrique, du point symétrique du pôle du plan Q par rapport au centre de 
cette quadrique. 
Cette propriété est due à Joachimsthal. 

2* La quadrique est un paraboloide elUptique. — On pourrait appliquer à 
cette surface la méthode exposée dans le cas de l'ellipsoïde ; en désignant par 
oLj p, y les coordonnées du pôle du plan Q qui passe par les points d'inci- 
dence de trois des cinq normales issues du point P, il faudrait adjoindre è 
ce plan un autre plan Q' parallèle à l'axe du paraboloide et passant par les 
points d'incidence des deux autres normales. 

On peut aussi déduire, des équations trouvées pour l'ellipsoïde, celles qui 
conviennent au paraboloide, en s'appuyant sur le lemme suivant : 

Lemme. — Le paraboloide elliptique peut être considéré comme la limite 
d*un ellipsoïde dont le grand axe 2a augmente indéfiniment, les rapports 

— , — conservant des valeurs constantes p, q, tandis que le grand axe et l*un 
a a 

de ses sommets A restent fixes. 

Ce lemme se démontre comme le théorème analogue relatif à la parabole 
(G. P. 2SS). 
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Pour celtf tfcU# f féttlf^ff«éiron0 jp^ «1 * f»«r âP^ -^ « ei « ^ a, pttîtf ^ ^â par 
ap et ^, et nous ferons ensuite croître a indéfiniment. 
On voit immédiaUiment que la première des 6<ffeations (21) devient 

l>| + ^| + «« = 0. 

Quelques précautions sont nécessaires pour trouver les limites des deux 
autres. 

La seconde équation par exemple', après qu'on ; a fait les substitutions 
indiquées plus haut, devient 

q — p 7 a — p a — (I 

ou bien 

g — p T fl— p àL — a '^L ^(a— p)(a— a)J '^ 

ou encoriç-' 

gP* + JPT' ^« , a(y — 2pg)+pg* x, — a ^^ a(x, — g— p)+pg . 

— — ^— ^ . — -i- ■ • ' =5 n ■ — p . 

q—p Y a — p « — a (a— p)(fl — a) 

Si l'on fait croître a indéfiniment, cette dernière équation devient 

Le môme calcul est applicable à la troisième des équation» (21). 
En résumé, ces trois équations, dans lo cas du paraboloïde, sont remplacées 
par les suivantes : 

y^ + 9- + 2« = 

P T 

# P y P 

On vérifiera facilement que ces équations sont en général incompatibles, et 
qu'elles se réduisent à deux quand le pôle du plan Q est situé sur une sar- 
face du troisième ordre ayant pour équation 

P — ? 



Bnfln réqualion du fXm Q^ qui» «tos le OM d» Votlipsoïdai, Ml 



A if 2 



devient ici 



1 + 5 + 2=0. 

. Oq a dpiiG le tbéarèma suivant, qui eat y rai p<^ur les deui( paraboloSideA. 

Théoréma. — i£taii< diui»^ «» j^i/aii Q CQupa»È ^» j^nkkoUM^ tmiffant une 
conique C, il eêt en général impossible de trouver sur cette conique trois points 
tels que les normales en ces pointa à la turfa^e soient concourantes. 

Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que le pôle (oc, p, y) du plan Q 
soii êitué sur wne Mrtaîsa turféoê dm troisiime oindre. 

Quand le pôle du plan Q est sur cette surfûee, il existe une infinité de 
groupes de trois normales concourantes et dont les points â^ incidence sont sur 
la conique G ; les points de concours des normales de ces différents groupes sont 
sur une même droite ; enfin, pour chaque groupe, tes points (f incidence des 
deux autres normales sont situés sur une même parabole CS intersection du 
paraboloîde par le plan Q' qui a pour équation 



EXERCICES. 

1* Étant donné un ellipsoïde, on mène des plans diamétraux qui coupent la 
surface suivant des ellipses d*aire constante ; trouver le lieu des diamètres 
perpendiculaires à ces plans ; — trouver le lieu des diamètres conjugués des 
mêmes plans. — Démontrer que les plans tangents à rellipsoïde, parallèles a 
ces plans diamétraux, sont à la même distance du centre do la surface. 

2* Un cône a pour sommet le centre d*un ellipsoïde et pour base la courbe 
d'intersection de la surface avec une sphère concentrique ; tout pian tangent 
au cône coupe l'ellipsoïde suivant une ellipse dont Tarête de contact est l'un 
des axes. *> 

Surface des ondes. 

La surface des ondes, qui joue un rôle importait en Optique, a été consi- 
dérée pour la première fois par Fresnel ; elle est susceptible de plusieurs 
définitions géométriques que nous allons faire connaître. 
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3* Si, par le centre d*un ellipsoïde E ayant pour équation 

0?" V* 2* 

on élève une perpendiculaire à chaque plan diamétral, et qu'on porte sur celte 
perpeadiculaire, à partir du centre, des longueurs égales aux demi-axes de 
la section diamétrale correspondante, le lieu des extrémités de cas longueurs 
est une surface du quatrième ordre que l'on appelle la surface des ondet. 

Étudier les sections de cette surface par les plans principaux de Tellip- 
soïde. 

4* 6i, à chaque plan diamétral d'un ellipsoïde E' ayant pour équation 

on mène des plans parallèlM à des distances égales aux inverses des demi- 
axes de la section diamétrale correspondante, Tenveloppe de ces plans est la 
surface des ondes. 

• 

Remariiae. — Cette déflnition est celle qui a été donnée par Fresnel. 

On peut enfin regarder la surface des ondes comme un cas particulier des 
surfaces apsidales. 

Surfaces apsidales. 

5* D'un point fixe 0, on mène à un point quelconque M d'une sarfoce 
donnée £ un rayon vecteur OM ; par le point M, on mène la normale MN â 
la surface S, et par le poiut 0, dans le plan OMN, une droite 0M« perpendi- 
culaire sur OM et égale à OM. 

Le lieu des points M^ est une surface S^ qui est dite la surface afmdaU 
de S. 

La normale au point M^ de la surface ^^ est la perpendiculaire abaissée de 
ce point sur MN. 

En prenant le point pour origine des coordonnées rectangulaires, et re- 
présentant par X, y, z les coordonnées du point M, par ;r«, y^, z, celles du 
point Mf et par 

(1) Ax, y, z) =0 

réquation de la surface S, les formules qui expriment x, y, z en fonction 
de x^, y^f z^ seront 



(8) 



f'r 


f. 


fs 


X 


y 


z 


«1 


Vi 


«1 



= 0. 
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Soit fp{Xtt p^, Xf) ce que devient f.(Xf y^ z) quand on y remplace â:, y, % par 
leurs valeurs tirées des équations (2) et (3), on aura 

(*) /(«. y> i) = 9(^i» Vi» ^i)' 

Regardons x, y, z comme des fonctions d*une variable t assujetties seule- 
ment à vérifier l'équation (1) quel que soit t ; x^y y^^ %^ seront également der 
fonctions de t dont deux seront arbitraires. 

En prenant les dérivées^ par rapport à ty des deux membres des relations 
(2) et (4), et tenant eompte de ce qu'il existe une même relation linéaire et 
homogène entre les éléments des colonnes du déterminant (3), on démontrera 
la relation 



?x, ?rf '«. 

J^^ Vi h 

X y Z 



= 



qui avec les relations (2) permet de passer de la surface £« à la surface 21. 

La forme de cette relation fait voir que 'L est la surface apsidale de £«. 

6' La surface des ondes est la surface apsidale d'un ellipsoïde, par rapport 
au centre de cette dernière surface. 

En partant de cette troisième définition, construire la normale en un point 
de la surface des ondes. 

Appliquer cette construction aux points de la surface des ondes qui cor- 
respondent aux points de l'ellipsoïde situés sur une section circulaire diamé- 
trale ; en conclure que cette surface admet quatre poinU coniques. 

Appliquer la même construction aux points de la surface des ondes qui 
correspondent aux points de l'ellipsoïde situés sur les deux ellipses lieu des 
points de contact des plans tangents P situés à une distance du centre égale 
au demi-axe moyen b. 

En conclure que la surfoce des ondes admet quatre cercles do contact, 
c'est-à-dire en tous les points desquels le plan tangent à la surface est le 
même. 

Pour démontrer cette dernière propriété on remarquera que les plans P 
enveloppent deux cylindres de révolution C, C circonscrits à l'ellipsoïde» les 
courbes de contact étant deux ellipses e, e'. 

On montrera que les points de la surfhce des ondes qui correspondent aux 
points de l'ellipse e, par exemple, sont sur deux circonférences de cercles 
situées dans des plans perpendiculaires à l'axe du cylindre C à des dislances 
du centre de l'ellipsoïde égales à bt et que les normales à la surface de» 
ondes en ces points sont parallèles à l'axe du cylindre C. 

7* Dans lliyperboloïde à unç nappe, chaque couple de génératrices paral- 
lèles détermine sur deux génératrices fixes OD, OD' de systèmes différents 
deux segments OP, OP' dont le produit est constant. (Ghasles.) 

8* Les quatre hauteurs d'un tétraèdre sont situées sur un hyperboloide à 
une nappe. 

Le centre de la sphère circonscrite au tétraèdre, le centre de gravité du 
tétraèdre et le centre de l'hyperboloïde sont en ligne droite. (JoachimsthaL) 

9* Déterminer la ligne de striction pour chacun des systèmes de généra- 
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trioes reciUigmft d'un hyperboloïde à une sappe et (f ua paraboloîde hyper- 
bolique. 

10* Trouver l'équalion du cône qui a pour sommet le centre d'un hyper- 
boloïde à une nappe et pour directrices les Ugaas de striction des deux sys- 
tèmes de génératrices. 

11* Trouver réquaiion de la surface dttgwtdvée paruiie droite qui rcBeoBtre 
sous d«s a»glea égaax tnitre eux deax dioites données. 

12* Trouver l'équation de la surface engendrée par une droite qui s'appuie 
sur une conique donnée G et sur deux droites renomutrant celte conique. 

13* Trouver Téquatiott de la surface engendrée par une droite qui s'appuie 
sur deux droites tan^eales à u»e quadrique donnée en restant elle-môffie 
tangente à celte quadrique. 

14* Une droite se meut de telle sorte que trois de ses points décrivent les 
faces d'un trlëdre donné, un quatrième point de la droite décrit un ellipsoïde. 
(Dupin.) 

Le produit des longueurs des axes de cet ellipsoïde est indépendant des 
angles du trièdre. 

15* Une droite se meut de telle sorte que qualre de ses points décriveol 
les (kces d'un tétraèdre, un point quelconque de la droite décrit une ellipse ei 
la droite reste parallèle aux génératrices d'un cône de révolution. (Maniiheiia.) 

Les centres des ellipses décrites par les différents points de la droite i&o- 
bile sont en ligne droite. (Halphen.) 

16* Étant donnés deux droites D, D' et un point A. trouver l'équation de 
la surface engendrée par une droite G qui se meut en rencontrant D, D', de 
telle sorte que le segment compris entre les deux pointa de rencontre «oit 
vu du point A sous un angle droit. 

Cette surface est une quadrique dont on déterminera la nature pour les 
diverses positions du point A dans l'espace. 

Trouver le lieu que doit décrire le point A pour que la quadrique soit de 
révolution. 

17* La projection d'une section plane quelconque d'un paraboloîde de révo- 
lution sur le plan tangent au sommet est un cercle. 

18<* La projection de l'intersection d'une sphère et d*un ellipsoïde sur an 
des plans cycliques, parallèlement à Taxe majeur ou à Taxe mineur, est un 
cercle . 

19* Une sphère tangente à une quadrique en un des ombilics coupe cette 
surface suivant une courbe plane dont le plan conserve une direction fixe 
quand le rayon de la sphère varie. 

20* Trouver la surface engendrée par l'arête d'un dièdre droit dont les 
faces passent respectivement par deux droites données non situées dans un 
même plan. — Déterminer les plans cycliques de cette surface. 

Définition. — Deux cônes du second ordre qui ont même sommet et même* 
plans cycliques sont dits homocy cliques, 

21* Démontrer que, lorsqu'un plan mené par le sommet commun de deux 
côned homocycliques, coupe ces deux surfaces suivant quatre génératrices, 
les deux génératrices de l'un font respectivement deux angles égaux avec 
les deux génératrices de l'autre. — Cas où le pian touche l'un des cônes. 



IIGICB8 Mb 

M* Quand «n ptan toocfa» daox ^àoêe. hoaM>ejdi<|iie8, k» deox trôton de 
eoaUMi MOI reetaDgvlairM. 

23* Soient SA, SB deux génératrices rectangulaires prises sur d«ax oAnes 
homocycliqiies, i« plan ASB covps les deux eôaea rnivani deux antroB géné- 
ratrices GA\ SB' qui sont encore perpendicolaires entre elles ; les quatre 
droites snivani lasqaallee se coopent les plans tangents an premier cône 
suivant SA et SA', et les plans Unjpents an aecood edne solTant SB et SB', 
appartiennent à un troisième cône homocyclique avec les deux premiers. Ce 
troisième cdne reste le même quelles qus soient les deux arêtes reetangu- 
laires primitives SA, SB. 

24* Quand deux cônes sont homocycliqnes, deux plans tangents au pre- 
mier coupent l'autre cône suivant quatre arêtes appartenant à un cône de 
révolution dont Taxe est normal aux arêtes de contact des deux plans tan- 
gents. 

25* Trouver le lied des arôtes des angles dièdres droits circonscrits à un 
cône du second ordre. 

26* Étant données deux quadriques à centre concentriques et homothé- 
tiqnes, trouver le lieu des centres des sections faites dans l*une par des 
plans tangents à l'autre. 

27* On sait que les six normales menées d'un point P à une quadrique à 
centre sont sur un cône du second ordre ; démontrer que ce cône passe par 
les parallèles menées du point P aux axes de la quadrique, par la droite joi- 
gnant le point P au centre et par les axes principaux du cône circonscrit 
dont le sommet est au point P. (Ghaslsi.) 

Trouver les positions du point P pour lesquelles le cône des six normales 
est de révolution. 

28* Les normales menées d'un point P à des quadriques concentriques et 
homothétiques sont sur un cône du second ordre. (Chailes.) 

29* Étant données une sphère et une quadrique, les normales menées du 
centre de la sphère aux quadriques qui passent par l'intersection de ces 
deux surfaces, sont sur un cône du second ordre. 

30* Si des points d'une droite on abaisse des normales sur des quadriques 
concentriques et homothétiques, les points d'incidence sont sur un hyper- 
boloïde à une nappe. 

31* Pour que deux normales à une quadrique concourent, il faut et il sufQt 
que la droite qui Joint les points d'incidence soit perpendiculaire à sa con- 
juguée. 

32* Une courbe située sur un ellipsoïde est telle que la surface réglée for- 
mée par les normales à Tellipsoïde, en ses différents points, coupe un plan 
principal suivant un cercle de rayon donné ; démontrer que la projection de 
cette courbe sur ce plan principal est une ellipse doot l'aire reste constante 
quand le centre du cercle se déplace dans le plan principal. 

33» Le lieu géométrique des points tels que la somme des carrés de leurs 
distances à une quadrique donnée a une valeur constante est une autre qua- 
drique. 

34* Aux différents points d'une section plane d'une quadrique on mène des 
normales à la surface et, par un point S de l'espace, des parallèles à ces 
normales; sur chaque parallèle on prend, à partir du point S, des longueurs 



316 WVRE V. — CHAPITRE IV 

égales à la portion de normale correspondante comprise entre le point 
d'incidence et un plan principal ; leurs extrémités sont sur une cooiqqe. 
(La^em.> • 

35* Le centre de la sphère qui contient les points d'incidence de quatre 
des six. normales que Ton peut abaisser d'un point donné P sur aae qoa- 
drique est le milieu du segment qui joint le point P au centre du pian qui 
contient les deux autres normales . (Laguerre . ) 

Remarque. — M. Laguerre appelle centre d'un plan ayant pour équation 

P q r ' 

le point dont les coordonnées sont p, q, r. 

36* Les points d'incidence des six normales menées d'un poiot P à uno 
quadrique sont sur une cubique gauche passant par le point P et le centre 
de la quadrique. 

Cela rappelé, si par le point on mène un plan parallèle au plaa de deux 
des normales issues du point P, ce plan coupe la cubique en deux autres 
points qui sont situés sur la sphère passant par les points d'incidence des 
quatre autres normales. (Laguerre.) 



LIVRE VI 



CHAPITRE PREMIER 

DISCUSSI02W DE L'ÉQUATION D'UNE QUADRIQUE. 

233. Le problème que nous nous proposons de résoudre peut 
être énoncé de la manière suivante : 

Problème. — Étant donnée une équation du second degré à 
trois variables, déterminer la nature de la quadrique qu'elle repré- 
sente. 

Ce problème a déjà été résolu (livre IV, chapitre !•') ; nous 
allons faire connaître d'autres méthodes qui en donnent de nou- 
velles solutions. 

PREnËRE MÉTHODE. 

234. On appliquera à l*équation donnée la méthode de réduction 
exposée au chapitre V du livre IV. 

Gomme la nature de la quadrique ne dépend pas des valeurs 
mêmes des racines de Téquation en S, mais seulement de leurs 
signes, il sera inutile de résoudre cette équation. 

On sait en effet que Téquation en S a ses trois racines réelles ; 
dès lors le théorème de Descartes fera connaître immédiatement 
les signes de ces racines. 

Il y a plusieurs cas à distinguer. 

Premier cas. — Véquation en S fCa pas de racine nulle. — 
L'équation de la quadrique peut être ramenée à la forme 
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pour déterminer sa nature, il suffira de chercher les signes des 

quantités 

H 

S| S, S3 — • 

Remarque. — La quadrique a un centre unique; si Ton désigne 

ij 

par Xo, yoi Zo ^^^ coordonnées, on pourra calculer la quantité - à 
Taide de la relation 

- = Cxo + C'yo + C"2o + D. 

Deuxième cas. — L'équation en S a une racine nulle. — Ce 
cas se subdivise en deux autres. 

1^ La quadrique a un centre unique rejeté à l'infini, — Son 
équation peut être ramenée à la forme 

8,Y« + 68Z«4.BG,X=0 ; 

elle représentera un paraboloïde elliptique si S^ et S3 oat le même 
signe, et un paràbolo'ide hyperbolique si S^ et S3 sont de signes 
contraires ; 

2*" La quadrique a une ligne de centres. — Son équation peut 
être ramenée à la forme 

S,Y« + S3Zt + D,=0; 

elle représentera un cylindre elliptique ou hypenboligue. On déter- 
minera la nature du cylindre en cherchant les signes des ^quan- 
tités 

oj ^3 1J|. 

Remarque. — Si Xo, yo, ^ sont les coordonnées d'un point de 
la ligne des centres, on aura 

D4 = Cjro + C'yo + C'2o + D. 

On choisit ordinairement l'un des points où la ligne des centres 
rencontre les plans de coordonnées. 

Troisiôme cas. — L'équation en S a deux racines nulles. — Ce 
cas se subdivise en deux autres. 



1' 
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i'' La quadrique a une ligne de centres rejette à rinfmL — Son 
équation peut ètore ramenée â la lonne 

SsZ» + 2C4X=0; 

elle représente un cyttttdr^ parabaUque. 

2"* La quadrique u un pian de centres. ^— > Son équation peut être 

ramenée à la forme 

S3Z* + D4=:0; 

elle représente deux plans parallèles qui peuvent être réels et 

distincts, confondus ou imaginaires. 

On distinguera ces différents cas en cliercliant les signes des 

quantités 

Sa D,. 

Kemarqae. -* Si â:o, y^t x^ sont las coordonnées d*un point du 
plan des centres, on aura 

D| = C Xo + C'yo + C^o + D. 

On choisit ordinairement Tun des points où le plan des centres 
rencontre les axes de coordonnées. 

235. Remarque. — ^La méthode que nous venons d'exposer étant 
fondée sur l'existence de trois directions principales formant un 
trièdre trirectangle, suppose que les axes de coordonnées sont 
rectangulaires. 

Elle s'applique cependant au cas où les coordonnées sont obliques. 

Soit en effet 



(1) 



f(x,y,%)^0 



réquaiion d'une quadrique U rappor- 
tée à des axes obliques ox, oy, oz. 

Prenons sur cette surface un point 
quelconque M {x, y, 2), dont nous 
construirons le contour des coor- 
données oARM. 

Faisons tourner RM autour du ^ 
point R jusqu'à ce que cette cote ^ 
occupe la position RM' perpendicu- 
laire sur le plan xoy. 




X 



Faisons ensuite tourner la ligne brisée ARM' autour du point 
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A, jusqu'à ce que AR occupe, dans le plan xoy, la position AR| 
perpendiculaire sur ox. Après ces deux déplacements, le point H 
sera venu en M|. 

Menons les droites oj/i, o%^ respectivement parallèles à ARj 
et à R|M| ; par rapport aux axes rectangulaires oXy oy^f^ozi, le 
point M| aura pour coordonnées Xj y, 2, et le lieu des points M, 
sera une quadrique I^ dont Téquation, par rapport aux mêmes 
axes, sera justement Téquation (1). 

Les surfaces 2, 2| sont de même nature. 

En effet, elles appartiennent évidemment à la même classe; 
en second lieu elles seront en même temps limitées dans tous 
les sens, ou composées d*une seule nappe, ou enfin composées 
de deux nappes séparées. 

11 résulte de là que la méthode précédente, que l'on peut appli- 
quer à la surface 2|, fera connaître la nature de la surface £. 

Exemple I. — Soit l'équation 

x« + 2y«+2a;« + 2a;y — 2x--4î/ — 4at + X = 0. 

L'équation en S développée est 

S3 — 5S« + 7S — 2 = 0; 

elle n'a pas de racine nulle et présente trois variations ; la qua- 
drique appartient donc au genre ellipsoïde. 
Les coordonnées du centre sont j:o = 0, yo = 2o=l; donc 

" = Ca:o + C'yo + C'';îo + D = X — 4. 

L'équation réduite est de la forme 

P«4-Q«4-Ra4-X— 4 = 0. 
Donc 

X<4 Ellipsoïde, 

X=4 Unpoifit. 

X > 4 Ellipsoïde imaginaire. 

Exemple II. — Soit l'équation 

«* + 3y* + 2«« + 4y« + 2xy — âx — 4y — 8« = 0. 
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L'équation en S est 

S3_6S« + 6S = 0; 

elle a une racine nulle et présente deux variations. 

D'un autre côté, les équations du centre sont incompatibles; la 
quadriqne est donc un paraboloïde dont Téquation réduite est de 
la forme 

La surface est un paraboloïde elliptique. 

Exemple IIL — Soit Téquation 

J^ + y^ + 2z^ + 2yz + 2zx + 2xy'--2X'-2y + 2z-\-l = 0. 

L'équation en S est 

S3 — 4S« + 2S = 0; 

elle a une racine nulle et présente deux variations. 
D'un autre côté les équations du centre 

^ + î/+ 2 — 1 = 
x + y-f- 2 — 1 = 
a; + y + 22 + l=0 

se réduisant à deux, la quadrique est un cylindre. 

Le point où la ligne des centres rencontre le plan des yz a 
pour coordonnées a:o=0, yo = 3, Zo = — 2; il en résulte 

Di = A — 5, 

et l'équation réduite est de la forme 

P* + Q* + 5^ — 5 = 0. 
Donc 

X<;5 Cylindre elliptique. 

X = 5 Deux plans imaginaires conjugués, 

X > 5 Cylindre elliptique imaginaire. 

m 

Exemple IV. ~ Soit l'équation 

x^ + y^ + 9z^ — 6yz + Qxz — 2xy — x-\-y'-Sz-{''k = 0. 
II 21 
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L'équation en S est 

S» — 11S« = 0; 

elle a deux racines nulles et présente une variation. 
D'un autre côté, les équations du centre 



X— ï + 32-j: 

—X-\- y — 32 + j; 

3x-3y+92-? 






:0 



se réduisent à une ; la quadrique se compose donc de deux plans 
parallèles. 

Le point où le plan des centres rencontre l'axe des % a pour 
coordonnées «0^^0=0, «o= ;; il en résulte 

et l'équation réduite est de la forme 



Donc 






P3+X— i=o. 

Beux plans parallèles réels. 

Deux plans confondus. 

Deux plans parallèles imaginaires. 



DEUXIEME METHODE. 



236. Dans cette méthode, on commence par chercher, en for- 
mant les équations du centre, la classe à laquelle appartient la 
quadrique représentée par Téquation donnée. Nous aurons donc 
à examiner cinq cas. 
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Qaadriques de la première classe. 

On transporte d*abord Torigine au centre; après cette transfor- 
mation, réquation de la quadrique prend la forme 

• 
Quand D| est nul, la quadrique est un point ou un cône . Pour 

décider la question, on coupe la surface par un plan parallèle à 

Tun des plans de coordonnées ; si la section est imaginaire, le 

lieu est un point; si elle est réelle, le lieu est un cône. 

Pour étudier le cas où D| n'est pas nul, nous nous appuierons 
sur des propriétés que mettent immédiatement en évidence les 
formes de l'équation d'une quadrique à centre rapportée à trois 
diamètres conjugués. 

Ces formes sont 

%--{- —+-. — 1 = / Ellipsoïde réel ; 

a* b* e* 

/j»i |fSI jjî 1 

-7- + ^ + "T -j- ^ = si la 1 Ellipsoïde imaginaire; 

a^ h^ c^ 1 

x^ V* z^ quadrique 

-r + 1 r — 1 == est un J Hyperboloïde à une nappe ; 

a« &« c« r 

-r + ^ — r + ^'=^ ^ Hyperboloïde à deux nappes. 

a« t« c« 

On en déduit les propriétés suivantes : 

1** Dans V ellipsoïde réel, les trois diamètres conjugués de chaque 
système sont réels ; 

2^ Dans V ellipsoïde imaginaire , les trois diamètres conjugués 
de chaque système sont imaginaires ; 

3*» Dans Vhyperboloïde à une nappe, de trois diamètres conjugués 
d'un même système deux seulement sont réels ; 

4*» Dans Vhyperboloïde à deux nappes, de trois diamètres conju- 
gués Sun même système un seul est réel. 

Cela posé, nous distinguerons deux cas. 
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Premier cas. — Les trois coefficients A, A', A' sont différents 
de zéro. — En résolvant l'équation (2) par rapport à a, on a 



a, a', b" désignant les mineurs du premier ordre du détermi- 
nant A relatifs aux éléments A, A', B". 
Le plan P qui a pour équation 

•A''z = — (B'x + By) 

est le plan diamétral conjugué des cordes parallèles à o%^ et la 
droite oz est le diamètre conjugué de ce plan. 
L'équation 

— a'a;* — ay« + 2fr''a;2/ — A^D, = 

représente une conique G|, projection, sur le plan xoij, de la sec- 
tion G de la quadrique par le plan diamétral P. 
Cette conique admet un centre unique, car on a 

aa' — M = A''A, 

et, par hypothèse, A" et A ne sont pas nuls. 
Plusieurs cas peuvent se présenter. 

1" La courbe C| est une ellipse réelle, — Prenons dans la sec- 
tion G, qui est elle-même une ellipse réelle, deux diamètres conju- 
gués oA, oB ; ils seront réels et formeront avec 02 un système 
de trois diamètres conjugués. 

Si oz est un diamètre réel, la quadrique est un ellipsoïde réel. 

Si oz est un diamètre imaginairey la quadrique est un hyper- 
boloïde à une nappe. 

2<* La courbe G^ est une ellipse imaginaire. — Prenons dans la sec- 
tion G^ qui est elle-même une ellipse imaginaire, deux diamètres 
conjugués oA, oB ; ils seront imaginaires et formeront avec 0% 
un système de trois diamètres conjugués. 

Si 02 est un diamètre réel, la quadrique est un hyperbololde à 
deux nappes. 

Si oz est un diamètre inuiginaire, la quadrique est un ellipsoïde 
imaginaire. 

3« La courbe G, est une hyperbole. — Prenons dans la section C, 
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qui est elle-même une hyperbole, deux diamètres conjugués 
oA, oB; ils seront Tun réel, Taulre imaginaire, et formeront avec 
0% un système de trois diamètres conjugués. 

Si oz est un diamètre réel, la quadrique est un hyperboloïde à 
une nuppe. 

Si oz ost un diamètre imaginaire^ la quadrique est un hyperbo^ 
loîde à deux nappes. 

Remarque. — On voit que Ton est ramené à chercher si le 
diamètre oz est réel ou imaginaire, c'est-à-dire à examiner le 
signe de — A*D,, car pour x = ,v = 0, Téquation (3) donne 



A"2 = ±V— A"D,. 

Deuxième cas. — Lun, au moins, des coefficients A, A', M'est 
nul. — Supposons A" = ; l'équation de la quadrique, rapportée 
à son centre, est 

2(By + B'x)2 + Ax« + A'</«-}-2B''a:i/ + D, = 0, 

et celle du cône asymptote est 

2(By + B'x)2 + Ax«-f A'j/« + 2B''xî/ = 0. 

Ce cône est un véritable cône, car il contient Taxe oz ; la qua- 
drique est donc un des deux hyperboloïdes. 

Si cette quadrique est un hyperboloïde à une nappe, on pourra 
placer sur la surface deux droites réelles parallèles à Taxe 02 ; ces 
droites seront imaginaires, si la quadrique est un hyperboloïde à 
deux nappes. 

Les équations d'une droite parallèle à 0% sont 

x-^a. y = ^: 

et la cote du point où elle rencontre la surface est donnée par 
réquation 

2(Bp + B'a)2 + Aa«4-A'^« + 2B"ap + D4=0. 
Pour que la droite soit située sur la surface, il faut et il suffit 
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que réquation précédente soit vérifiée quel que soit 2, c'est-à- 
dire que Ton ait 

Bp-f B'a = Aa« + A'p* + 2B"ap + D4=zO; 

d^où 

B' , B^D, 



I II 



B AB« + a'b'« — 2BB'b 

La quadrique est un hyperboloïde à une nappe si Texpression de 
a* est positive, et un hyperboloïde à deux nappes si cette expres- 
sion est négative. 

Quadriques de la deuxième classe. 

La quadrique est un des deux paraboloïdes ; Tun au moins des 
plans de coordonnées n'étant pas parallèle à Taxe, coupera la 
surface suivant une conique n'appartenant pas au genre para- 
bole. 

La quadrique sera un paraboloïde elliptique si cette section est 
du genre ellipse, 

La quadrique sera un paraboloïde hyperbolique si celte section 
est du genre hyperbole. 

Quadriques de la troisième classe. 

La quadriquo est un cylindre elliptique ou hyperbolique; Tunau 
moins des plans de coordonnées n'étant pas parallèle à Taxe, la 
section du cylindre par ce plan déterminera sa nature. 

Quadriques de la quatrième classe. 

La quadrique est un cylindre parabolique. 

Quadriques de la cinquième classe. 

La quadrique se compose de deux plans parallèles qui peuvent 
être réels et distincts, confondus ou imaginaires. L'un au moins 
des trois axes de coordonnées n'étant pas parallèle au plan des 
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centres, la section de la surface par cet axe déterminera complè- 
tement sa nature. 

237. Nous allons maintenant indiquer rapidement la marche à 
suivre pour déterminer la nature d'une quadrique représentée 
par une équation résolue par rapport à Tune des variables. 

Si réquation renferme les carrés des trois variables, elle sera 
de la forme 



z 



= ax + py + y±\/ax^-]-cy* + 2bxy-{-2dx + 2ey + f. 
Le plan P ayant pour équation 

est un plan diamétral conjugué des cordes parallèles à oz. 
L'équation 

^(x,y) = ax^ + cy^ + 2bxy + 2dx-{'2ey + f=0 

représente une conique C^, projection sur le plan xoy, de la 
section de la quadrique par le plan diamétral P. 
Plusieurs cas peuvent se présenter. 

1® C| est une conique à centre. — La quadrique appartient à la 
première classe ; pour déterminer sa nature, on cherchera si le 
diamètre parallèle à 02 est réel ou imaginaire. 

Les équations de ce diamètre sont 

Remarque. — Quand la conique G| se compose de deux droites 
qui se coupent, réelles ou imaginaires, la quadrique est un cône 
ou se réduit à un point. Pour décider la question, on coupe la 
surface par un plan parallèle au plan P et Ton examine si cette 
section est réelle ou imaginaire. 

2* La conique Cj est une parabole, — La quadrique est un para- 
bolotde; la section par un des plans de coordonnées zoXyZoy 
déterminera sa nature. 

S' La conique C^ se compose de deux droites parallèles. — La qua- 
drique est un cylindre elliptique ou hyperbolique ; la section par 
un des plans de coordonnées zox, zoy déterminera sa nature. 
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A'* La oonique C| se compode d'une seule droite. — La qua- 
drique est un cylindre parabolique, 

5° La fonction ^^ se réduit à une contiante, — La quadrique est 
formée de deux plans parallèles qui sont réels et distincti^ 
confondus ou imaginaires, suivant que cette constante est posi- 
tive, nulle ou négative. 

238. Supposons maintenant que Tcquation ne renferme pas le 
carré de la variable z, par exemple, elle sera de la forme 

W ^ — — p— > 

f(x, y) étant une fonction du second degré des variables x et y, 
et P une fonction du premier degré des mêmes variables. 
L* équation 

f{x,y) = 

représente un cylindre dont les génératrices sont parallèles à 02 
et dont la trace sur le plan xoy est une conique G située sur la 
quadrique. 

Le plan P coupe ce cylindre suivant deux droites D, D' paral- 
lèles à 02 et situées sur la quadrique. 

Si la trace L du plan P sur le plan xoy coupe la conique C od 
deux points réels, la quadrique admet deux génératrices recti- 
lignes réelles et parallèles ; elle est un hyperbolotde à une nappe. 

Si la trace L touche la conique G^ la quadrique est un cône. 

Si la trace L ne coupe pas la conique G, la quadrique est un 
hyperboloïde à deux nappes. 

Si la trace L coupe la conique G en deux points dont Tun est 
rejeté à Tinfini, la quadrique est un paraboloïde hyperbolique. 

En effet, la fonction f est alors de la forme aPQ + tR+^®' 
réquation (4) devient 

P(s_aQ) = frR + c. 

P, Q, R désignent des fonctions du premier degré et a, J, ^ 
des constantes. 

Si la droite L est une asymptote de la conique G, la quadrique 
est un cylindre hyperbolique. 
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En erfet, la fonction fesi alors de la forme aPQ-\-c ei Téqua- 
lion (4) devient 

P(z — aQ) = c. 

Enfin, si la trace L fait partie de la conique G, la quadrique se 
compose de deux plans sécants. 

En effet, la fonction /* est alors de la forme a PQ, et l'équa- 
tion (4) devient 

P(5-aQ)r=0. 

Il reste à examiner le cas où, P se réduisant à une constante, 
réquation de la quadrique est de la forme 

Cette équation prendra l'une des formes suivantes : 

î5 = Q« + R« + ft 
2 = Q« — R« + A 

suivant que la conique G sera du genre ellipse, du genre hyper- 
bole ou du genre parabole. 

Dans le premier cas^ la quadrique est un paraboloîde ellip- 
tique. 

Dans le deuxième cas, la quadrique est un paraboloîde hyper^ 
bolique. 

Dans le troisième cas, la quadrique est un cylindre parabo- 
lique. 



CHAPITRE II 



DÉTERHINATIOIV DES QUADRIQUES. 



239. On appelle paramètres les constantes qui déterminent la 
grandeur et la position d'une surface. 

Les paramètres de grandeur sont les constantes qui détermi- 
nent les dimensions de la surface, et les paramètres de position 
celles qui fixent sa position dans Tespace. 

Pour une surface quelconque 2, le nombre des paramètres de 
position est égal à six. 

En effet, soient o'x\ o'y\ o'z' trois axes qui sont connus quand 
a surface S est connue ; pour fixer la position de cette surface 
dans Pespace, il sufBra de fixer celles des axes o'x', &y', o'i par 
rapport à trois autres axes rectangulaires ox, oy, oz tracés dans 
Tespace. Or, pour cela, il suffit de connaître six constantes : sa- 
voir, les coordonnées de l'origine o' et les trois angles d'Euler(19). 

De ce qui précède il résulte que, si l'équation d'une surface 
rapportée à des axes quelconques contient p paramètres arbi- 
traires, le nombre des paramètres de grandeur sera p — 6. 

Remarque. — Il y a exception quand la surface 2 est de révo- 
lution ; le nombre des paramètres de position se réduit alors à 
cinq. En effet, pour fixer la position de la surface, il suffit plors 
de connaître, par rapport aux axes ox, oy^ oz, la direction de 
Taxe de révolution et un point de cet axe qui soit connu quand la 
surface est connue. 

Cette exception tient à ce qu'une surface de révolution ne 
cesse pas de coïncider avec elle-même quand on la fait tourner 
autour de Taxe de révolution. 

Il en est de même quand la surface est un cylindre ; parce que 
cette surface ne cesse pas de coïncider avec elle-même quand 
on la transporte le long d'une de ses génératrices. 

Quand la surface est une sphère, le nombre des paramètres de 
position se réduit à trois ; cela tient à ce qu'une sphère ne cesse 
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pas de coïncider avec elle-même quand on la fait tourner autour 
de son centre. 

240. Nous allons considérer en particulier les quadriques ; leur 
équation la plus générale contient dix coefficients et, par consé- 
quent, n^f paramètres. En effet, on peut diviser les deux mem- 
bres de réquation par Tun des coefficients. 

Cherchons le nombre de conditions simples nécessaires poui* 
déterminer les quadriques des différentes classes. 

Quadriques de la première classe. — Il faut neuf conditions 
simples pour les déterminer ; cependant, quand la quadrique est 
un cône, huit conditions suffisent, car on a alors H=:0. 

Quadriques de la deuxième classe. — Il faut huit conditions 
simples pour les déterminer, car A est nul. 

Quadriques de la troisième classe. — Il faut sept conditions 
simples pour les déterminer, car A et H sont nuls. 

Quadriques de la quatrième classe. — Il faut six conditions 
simples pour les déterminer, car les trois plans du centre étant 
parallèles on a les trois relations 

Quadriques de la cinquième classe. — Il faut quatre conditions 
simples pour les déterminer, car les trois plans du centre étant 
confondus j on a les cinq relations 

A-5|:=« A.-^=0 A-_5£=o 

BC = B'C' = B"C . 

Enfin il faut sept conditions simples pour déterminer une qua- 
drique de révolution, car on a alors deux relations entre les coei- 
fîcients de Téquation générale du second degré à trois variables. 

241. Il est important de savoir trouver le nombre des condi- 
tions simples auxquelles équivaut la connaissance d'un point, d*un 
plan, d*une droite ou de toute autre ligne ou surface liés à une 
surface donnée. 
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Considérons d*abord le cas où l'on donne un point ou un plan, 
c'est-à-dire des éléments dont on fixe la position dans Tespace à 
l'aide de trois paramètres ; la règle suivante permettra de résou- 
dre facilement la question proposée. 

Règle. — La connaissance d*un point ou d^un plan donne une 
condition triple si, la surface étant supposée tracée, le point ou le 
plan sont complètement déterminés ; elle donne une condition double 
ou U7ie co7idition simple quand, la surface étant supposée tracée, il 
faut encore une ou deux conditions pour déteiminer le point ou k 
plan. 

En effet, dans le premier cas, il y a trois relations entre les pa- 
ramètres de la surface et les constantes qui déterminent le point 
ou le plan ; dans le deuxième cas, il y a deux relations, et, dans 
le troisième cas, tine seule relation entre ces constantes et ces 
paramètres. 

En appliquant cette règle, on voit immédiatement qu'on assu- 
jettit une quadrique à une condition triple, en donnant Tun des 
éléments suivants : Le centre, un sommet, un plan principal, un 
plan tangent au sommet. 

On l'assujettit à une condition double en donnant un point situé 
sur une section principale ou sur une section circulaire diamétrale, 
ou encore en donnant un plan asymptote. 

On l'assujettit à une condition simple en donnant un point de 
la surface ou un plan tangent. 

Remarque. — La connaissance d'un plan tangent et du point 
de contact équivaut à une condition triple, car cela revient à 
donner trois points de la quadrique et à supposer que ces trois 
points se confondent ensuite en un seul. 

On peut le voir encore en prenant le point de contact pour 
origine et le plan tangent pour plan des xoy; l'équation de la 
quadrique est alors 

Ax^ + A'y^-^A"z^ + 2Byz-\-2h'zx + 2B"xy-{-2G"z = 0. 

Elle ne contient que six paramètres arbitraires ; elle est donc 
assujettie à trois conditions. 

Considérons maintenant le cas où l'on donne une droite liée à 
une surface ; la détermination de la droite dépendant de quatre 
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paramètres, sa connaissance équivaudra à quatrCj troiSf deux ou 
une conditions. On distinguera ces différents cas en appliquant la 
règle suivante : 

R^gle. — La connausance d'une droite donne une condition 
quadruple si, la sur face étant supposée tracée y la droite est complè- 
tement déterminée; elle donne une condition triple^ double ou 
simple quandy la surface étant supposée tracée^ il faut encore une^ 
deux ou trois conditions pour déterminer la droite. 

Ainsi on assujettit une quadrique à une condition quadruple en 
donnant un axe de symétrie en position; on l'assujettit à une con- 
dition triple en donnant une génératrice du cône asymptote; on 
l'assujettit à une condition double en donnant un diamètre quel- 
conque; enfin on l'assujettit à une condition simple en donnant 
une droite tangente à la quadrique. 

D'une manière plus générale, considérons une courbe G ou 
une surface U dont la détermination dépend de p paramètres ; 
cette courbe ou cette surface étant liées à une surface 2, pour 
savoir le nombre des conditions auxquelles E est assujettie, on 
appliquera la règle suivante : 

Règle. — La connaissance de la courbe G ou de la surface U 
donne une condition d'ordre p, si, la surface 2 étant supposée tra- 
cée, la courbe G ou la surface U so7it complètement déterminées ; 
elle donne une condition d'ordre p — r, si, la surface 1 étant sup- 
posée tracée, il faut encore r conditions pour déterminer la courbe 
G ou la surface U. 

En appliquant cette règle, on voit qu'on assujettit une qua- 
drique à huit conditions, en donnant l'un des éléments suivants : 
«r Le cône asymptote^ une section principale. » 

On l'assujettit à quatre conditions en donnant la sphère de 
Monge ; à cinq conditions en donnant le cône des directions 
asymptotiques, ^ 

Remarque. — Quand on donne simultanément des points, des 
lignes ou des surfaces liés à une autre surface, il ne faut pas 
toujours, pour avoir le nombre total des conditions imposées à 
la surface, additionner le nombre de celles que ces éléments im- 
posent lorsqu'on les considère isolément ; le résultat ainsi obtenu 
n'est exact qu'autant que ces éléments n'ont entre eux aucune 
relation. 
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Par exemple; dans le cas des quadriques, la connaissance de 
deux sommets équivaut à six conditions. 

Au contraire, la connaissance du centre et d*un axe de sjfmitrie 
équivaut à cinq conditions ; car le centre et un axe de symétrie 
ne sont pas des éléments indépendants, puisque Taxe passant 
par le centre, il suffit de donner sa direction pour le déterminer. 

242. Pour connaître le nombre des conditions simples aux- 
quelles équivaut la connaissance d'un point, d*un plan, d^une 
ligne ou d'une surface liés à une quadrique, on peut encore pro- 
céder de la manière suivante : 

On cherche Téquation générale des quadriques satisfaisant 
aux conditions données, et l'on retranche de neuf le nombre des 
paramètres contenus dans cette équation générale. 

Ainsi, par exemple, la connaissance de trois diamètres conju- 
gués en position équivaut à six conditions ; car, en prenant ces 
droites pour axes de coordonnées, Téquation de la quadrique est 

Aa:2 + Ay + AV + D = 0; 

elle contient trois paramètres arbitraires. 

La connaissance d'une section plane équivaut à cinq condi- 
tions ; en effet, si Ton prend le plan de cette section pour plan 
des xy^ ses équations seront 

2 = Ax« + A'y« + 2B''xî/ + 2Ca; + 2C'y + D = 0. 

La section étant donnée, les rapports de cinq des coefficients 
A, A', B", C, C, D au sixième sont connus. 

243. Pour terminer, nous allons chercher à combien de condi- 
tions simples équivaut la connaissance d'une droite située sur 
une surface d'ordre m. 

Si, entre les équations 

x = az-{-p y = bz-\-q 

de la droite et celle de la surface, on élimine x et y, on obtiendra, 
pour déterminer les cotes des points de rencontre, une équation 
d'ordre w, qui devra être identique. La surface est donc assu- 
jettie àm-^-i conditions. 

Dans le cas des quadriques, la connaissance d'une droite située 
sur la surface équivaut à une condition triple. 
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La connaissance de deux droites d*un marne système équivaut 
à six conditions. - 

La connaissance de deux droites de systèmes différents équi- 
vaut à cinq conditions ; en effet, la droite du système X donne 
trois conditions, mais la droite du système (x n'en donne plus 
que deux, car elle a déjà en commun avec la quadrique le point 
où elle rencontre la droite du système X. 

La connaissance de trois droites d'un même système équivaut 
à neuf conditions ; la quadrique est déterminée. 

La connaissance de trois droites dont deux appartiennent au 
système X et la troisième au système u équivaut à sept condi- 
tions. En effet, les droites du système X donnent chacune trois 
conditions ; mais la droite du système {i n*en donne plus qu'une 
seule, car elle a déjà en commun avec la quadrique les deux 
points oii elle rencontre respectivement les droites du système X. 

Enfin la connaissance de quatre droites, dont deux appartien- 
nent au système X et les deux autres au système ix, équivaut à 
huit conditions. En effet, les deux droites du système X donnent 
six conditions; mais chacune des droites du système [t. n'en 
donne qu'une seule, car ces droites rencontrent les deux pre- 
mières. 

244. Nous allons maintenant faire connaître quelques théorèmes concernan 
les quadriques assujetties à passer par des points donnés. 

Théorème I. — Par neuf points on peut faire passer une quadrique et une 
seule, pourvu que les neuf points ne soient pas situés sur la courbe d'inter- 
section de deux quadriques. 

Soient, d'une manière générale, (^'i, y^, 2,) les coordonnées d'un quelconque 
des neuf points donnés ; pour qu'une quadrique ayant pour équation 

(1) Aa^ + A'y*-^A"i* + 2Byz + %B'ix + 2B"xy 

+ 2Ga; + 2C'y + 2C"s + D = 

passe par ces neuf points, il faut et il suffit qu'on puisse satisfaire aux neuf 
équations obtenues on remplaçant i par les neuf premiers nombres entiers, 
dans la relation 

(2) Ax] + A'y] + A"z] + 2ByiZi + ^WZiX^+^B"Xiyi 

+ ^CXi + 2G'y^ + 2G";î,- + D = 0. 

On a vu en Algèbre que ces neuf e'quations homogènes et du premier degré 
par rapport aux dix inconnues A, A', A'^ 6, B', B", C, C, C", D ne sont 
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jamais incompatibles ; elles admettent toujours une solution dans laquelle 
toutes les inconnues ne sont pas nulles. 

Cependant, pour pouvoir conclure de là que, par neuf points donnés, on 
peut faire passer au moins une quadrique, il faut encore montrer que, daos 
aucun cas, il n*y a nécessité, pour satisfaire aux équations (2), de dooDer 
«iffitiZ/an^m^fit la valeur zéro aux six inconnues A, A', A", B, B\ B"; car, s'il 
en était ainsi, l'équation (1) ne serait plus du second de^. 

D'abord, si l'on peut satisfaire aux équations (2) en prenant à la fois 
A = A' = A" = B = B' = B" = 0, ces équations se réduiront à 

2Cj:^ + 2C'yj + 2G"a:, + D = {< = !, 2, 3, 4,6,6, 7,8,9); 

les neuf points devraient donc être situés sur un même plan P. 

Mais, dans ce cas, les équations (2) admettront encore une tit/insi/ d'autres 
solutions dans lesquelles les inconnues A, A', A", B, B', B" ne seront plas 
nulles à la fois ; en effet, en associant an plan P un autre plan quelconque, 
on obtiendra une infinité de quadriques passant par les neuf points. 

On voit donc que le problème no sera jamais impossible; nous allons 
chercher dans quelles conditions il aura plusieurs solutions. 

Si le problème a plusieurs solutions, on pourra, par les neuf points donnés, 
faire passer au moins deux quadriques distinctes U, V. Les neuf points don- 
nés seront donc situés sur la courbe d'intersection des deux quadriques. 

Dans ce cas, le problème est indéterminé, car l'équation 

XU + [i.V = 

représente une inQnité de quadriques passani par les neuf points donnés (207} 

Théorème II. — Par huit points donnés on peut faire passer une inft»ité 
de quadriques ; elles ont en commun une courbe gauche du quatrième ordre. 

En effet, on exprimant que la quadrique passe par les huit points donnés, 
on a, entre les coefficients do l'équation (1) huit relations linéaires et homo- 
gènes ; huit do ces coefficients sont donc des fonctions linéaires et homo- 
gènes de deux d'entre eux que nous désignerons par > et |i, c'est-à-dire des 
fonctions de la forme al-^-b^i. 

L'équation (1) devient donc 

(3) XU + iiV = 0, 

U, V étant des fonctions du second degré des coordonnées x, y, z. 

Les quadriques ayant pour équations U = 0, V = passent par les huit 
points donnés, car on obtient ces équations en posant (1 = ou X = dans 
l'équation (3). 

On voit que les huit points donnés sont situes sur une courbe gauche du 
quatrième ordre par laquelle passent toutes les quadriques définies par 
l'équalion (3). 

Remarque. — Le raisonnement précédent suppose que les huit équatioDS 



J 



DETERMINATION DES QUADRIQUES ' 337 

obtenues en exprimant que la quadrique passe par les huit points donnés 
sont distinetes. Si ces équations se réduisent à sept, elles dunnent pour sept 
des coelQclents de Téquation (1) des valeurs qui sont des fondions linéaires 
et homogènes de trois d'entre eux que nous désignerons par X, |i et v, c'est- 
à-dire des fonctions de la forme a^ + b^k-^c^. 
L'équation (1) deyienl alors 

(4) >U + piV + vW = 0, 

« 

U, V, W étant des fonctions du second degré des coordonnées Xf y, z. 

Les quadriques ayant pour équations U = 0, V = 0, W ^ passent encore 
par les huit points donnés, car on les déduit de l'équation (4) en particula- 
risant les constantes X, |i» v. 

Les huit points donnés sont donc alors les points d'intersection de trois 
quadriques' ne se coupant pas suivant la même courbe gauche du quatrième 
ordre. 

Théorème IIL — Toutes les quadriques passant par sept points ont en com- 
mun un huitième point. (Lamé.) 

En effet on a alors, entre les coefficients de Téquation (1), sept relations 
linéaires et homogènes ; sept de ces coefflcients sont donc des fonctions 
linéaires et homogènes de trois d'entre eux que nous désignerons par X, (i, v, 
c'est-à-dire des fonctions de la forme a\-\-lf\L-\'C'f. 

L'équation (1) devient donc 

(5> XU + (iV + vW = 0, 

U, V, w étant des fonctions du second degré des coordonnées x, y, z. 

Les quadriques ayant pour équations U=0, V=:0, W = passent par 
les sept points donnés ; comme elles ont un huitième point commun, le théo- 
rème est démontré. 

Remarque. — Le raisonnement précédent suppose que les sept équations 
de condition sont distinctes. Si ces équations se réduisent à six, elles don- 
nent pour six des coefficients de l'équation (1) des valeurs qui sont des fonc- 
tions linéaires et homogènes de quatre d'entre eux que nous désignerons par 
^9 Ih V) p» c'est-à-dire des fonctions de la forme aX-}- lf\^-\-Cf-^dp. 

L'équation (1) devient alors 

(6) XU-|-|iV + vW + pL=iO. 

Cherchons quelle est, dans ce cas, la disposition des sept points donnés 
que nous désignerons par des numéros d'ordre 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. 

Par les points 1, 2, 3 faisons passer une conique C sur laquelle nous pren- 
drons deux points M, M'. En exprimant que les coordonnées de ces points 
satisfont à l'équation (6), on obtiendra deux relations de la forme 

X = a v + ? p 

II 22 
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et réquation (6) deviendra 

(7) v(aU + a'V + W) + p(pi; + p'V + L)=:0. 

Si l'on fait varier les paramètres v, p, Téquation (7) représentera une Infinité 
de quadriques passant par la conique G et par les points 4, 5, 6, 7; ces 
quatre derniers points sont donc dans un même plan P (207). 

En remplaçant la conique G par une conique passant par les points 1, 2, 4, 
puis par une conique passant par les points 1» 4, 5, on verra que les points 
3, 5, 6, 7 sont dans un même plan Q, et les points 2, 3, 6, 7 dans un même 
plan R. 

Les trois plans P, Q, R ayant deux à deux trois points communs se cod- 
fondent ; donc tix des sept points donnés doivent être situés dans un même 
plan P. 

Si ces six points 2, 3, 4, 5, 6, 7 ne sont pas sur une même conique, U 
quadrique se composera du plan P et d'un plan quelconque passant par le 
septième point 1 ; son équation contiendra deux paramètres arbitraires et 
rentrera dans la forme (5). Les sept relations de condition seront distinctes. 

Si ces six points sont sur une même conique, la quadrique devant passer 
par cette conique et par le point 1 sera assujettie à six conditions; son 
équation contiendra trois paramètres arbitraires et rentrera dans la forme [6}. 
Dans ce dernier cas, les sept relations de condition ne seront plus distinctes. 

Corollaire. — L'équation générale des quadriques passant par sept points 
donnés est 

(5) XU + piV + vW=0, 

■ 

U, V, W représentant les premiers membres des équations de trois quadriqueê 
particulières passant par ces sept points. 

Soit en effet A une quadrique quelconque passant par les sept points ; en 
profltant de Tindétermination des paramètres X, |&, v, on pourra assujettir l'one 
des quadriques représentées par Téquation (5) à passer par deux points M, M' 
pris arbitrairement sur A. Si B désigne cette quadrique particulière, les deux 
quadriques A et B se confondront, car elles auront neuf points communs; de 
plus, ces points ne seront pas situés sur une même courbe gauche du qua- 
trième ordre, puisque les points M, M' ont été pris arbitrairement sur A. 

Remarque L — L*équation (5) représente aussi Téquation générale des 
quadriques passant par les points communs à trois quadriques données 
U, V, W. 

Remarque II. — Le corollaire précédent suppose que six des sept points 
donnés ne sont pas situés sur une même conique. 



CHAPITRE III 

ÉQUATIONS GÉNÉRALES DES QUABRIQUES SATISFAISANT 

A CERTAIIVES CONDITIONS 

245. Nous rappellerons d'abord que Téquation générale des 
quadriques passant par Tintersection de deux quadriques données 

U, Vest(207) 

Quadriques passant par une conique et une droite. 

Lemme. — Quand une droite et une conique sont situées sur 
une vérit(Jfle quadrique, la droite rencontre la conique. 

En efTet, supposons d'abord que la droite D ne soit pas paral- 
lèle au plan P de la conique C, elle le rencontrera en un point A; 
ce point est situé sur la conique, car, s*il en était autrement, 
toute droite menée dans le plan P par le point A, rencontrerait 
la conique C en deux points B, B', et la quadrique en trois points 
A, B, B'. 

Supposons maintenant que la droite soit parallèle au plan de 
la conique ; le plan P et le plan parallèle mené par la droite D 
couperont la quadrique suivant des courbes homothétiques ; la 
droite D sera donc parallèle à Tune des asymptotes de la conique 
G, et dès lors elle rencontrera cette courbe en un point rejeté à 
Tinfinî. 

De ce lemme, il résulte qu'une quadrique qui doit- passer par 
une conique G et une droite D est assujettie à sept conditions. 

Soient P = 0, Q = les équations de la droite D et R = 
réqualion du plan R de la conique G; P, Q, R désignent trois 
fonctions linéaires des coordonnées x, y^ %. Le plan R et un plan 
quelconque passant par D représentent une première quadrique 
passant par la conique G et la droite D ; son équation est 

(aP + fcQ)R = 0. 
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Le cylindre ayant pour directrice la conique C et dont les 
génératrices sont paralièles à D est une deuxième quadrique 
satisfaisant aux conditions proposées ; si f= est l'équation 
de ce cylindre, l'équation générale des quadriques passant par 
la conique G et par la droite D sera 

/+(aP + ftQ)R = 0. 

Remarque I. — Dans la pratique, on prend ordinairement la 
droite D pour axe des z et le plan R de la conique pour plan des 
Xj/f l'équation précédente devient alors 

Ax^ + Cy^ + 2Bxy-\-2ï)x + 2Ey-}-{ax-\-by)z=0. 

Remarque II. — On assujettit une quadrique à neuf condi- 
tions en donnant une conique et deux droites situées sur cette 
surface. En effet, la donnée d'une conique située sur la surface 
équivaut à cinq conditions et la donnée de chacune des deux 
droites à deux conditions, puisque ces droites rencontrent la 
conique. 

Examinons en particulier le cas où les deux droites D et D' 
rencontrent la conique au même point A. Dans ce cas, il n'est 
pas toujours possible de faire passer une véritable quadrique 
par la conique et les deux droites ; il faut pour cela que les deux 
droites D, D' et la tangente AT au point A de la conique C soient 
dans un même plan. 

En effet, le plan DAD' touchant la quadrique au point A doit 
contenir la tangente AT. 

La conique et la droite D donnent sept conditions, mais la 
droite D' n'en donne plus qu'Mwe seule, car, comme elle passe par 
le point A et se trouve dans le plan DAT, il suflira d'exprimer 
qu'un de ses points est sur la quadrique. 

La quadrique, qui doit passer par la conique G et les droites D, 
D', est donc, dans ce cas particulier, assujettie à huit conditions. 



Quadriques passant par deux coniques données. 

246. Lemme. — Pour que, par deux coniques situées dam des 
plans différents^ on puisse faire passer une quadrique, il faut et il 
suffit que ces deux coniques aient deux points communs. 
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1^ La condition est nécessaire. — Soient, en effet, G, G' deux 
coniques situées sur une quadrique ; si les plans de ces deux 
courbes ne sont pas parallèles, leur intersection percera la sur- 
face en deux points A, B qui appartiendront aux coniques G, G' . 

Si les plans des deux coniques sont parallèles, ces deux 
courbes seront homothétiques et pourront être considérées 
comme se coupant en deux points rejetés à Tinfini. 

2"* La condition est suffisante. — Nous allons démontrer que, 
par deux coniques situées dans des plans différents et se coupant 
en deux points A, B, on peut faire passer une infinité de qua- 
driques. 

En effet, si, sur chacune des deux coniques on prend trois 
points, ils formeront avec les deux points A, B un groupe de 
huit points par lesquels on pourra faire passer une infinité de 
quadriques dont l'équation générale contiendra un paramètre 
arbitraire. Toutes ces quadriques passeront par les deux co- 
niques données, car elles auront avec chacune d'elles cinq points 
communs. 

Dans la pratique, on prend ordinairement les plans des deux 
coniques données pour deux des plans de coordonnées %ox, yox ; 
l'équation générale des quadriques passant par ces deux co- 
niques s'obtiendra en considérant B comme un paramètre arbi- 
traire et les autres coefficients comme connus dans l'équation 

Ax« + A'y«+A»2« + 2By2 + 2B'sir+2B''xy 

+ 2Ga; + 2G'y + 2G"2 + D=0. 

En effet, si, dans cette équation on pose successivement y=0, 
puis 2=0, on obtient deux équations qui représentent deux co- 
niques déterminées, situées Tune dans le plan zox, l'autre dans 
le plan yox et coupant l'axe des x aux mêmes points. 

Quadriques doublement tangentes. 

247. Lemme. — Si deux quadriques se touchant en deux points 
a, b non situés sur une droite commune aux deux surfaces^ elles se 
coupent suivant deux courbes planes. 

En effet , soit c un troisième point commun aux deux qua- 
' driques ; le plan cab coupera ces surfaces suivant des coniques 
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ayant trois points communs a, b, c et les mêmes tangentes 
aux deux points a, b, c'est-à-dire suivant la même conique. La 
courbe d'intersection des deux quadriques étant formée d'une 
première courbe plane, se compose de deux courbes planes. 

La démonstration précédente suppose que les plans tangents 
en a et en i^ ne se coupent pas suivant la droite aby ou que la 
droite ab n'est pas située sur les deux quadriques. 

Dans ce cas, l'intersection des deux surîaces se compose de la 
droite ab et d'une courbe gauche du troisième ordre, que Ton 
appelle cubique gauche. 

Réciproquement, si deux quadriques se coupent suivant deux 
courbes planes^ elles sont doublement tangentes. 

En effet, soient a, b les deux points communs à ces courbes 
planes (246), et (at, at)^ {bs, bs') les tangentes respectives à 
ces courbes ; les plans tat\ sbsf toucheront les deux quadriques 
aux points a et b. 

Ce lemme étant démontré, soit U = l'équation d*une des 
quadriques ; une autre quadrique la touchant en deux points la 
coupera suivant deux courbes planes. Si P = 0, Q = repré- 
sentent les équations des plans de ces deux courbes, TéquaiioD 
générale des quadriques doublement tangentes à U sera 

U + XPQ = 0, 

les équations de la corde de contact étant 

P = Q = 0. 



Quadriques touchant deux plans donnés en deux points 

donnés. 

248. Soient a = 0, p = les équations des deux plans donnés 
A, B que les quadriques doivent toucher aux points a, b ; soient 
de plus Y = 0, S = les équations de la droite ab. 

Les deux plans A, B et deux plans quelconques passant para* 
formeront deux quadriques particulières touchant les plans don-, 
nés en a et en ft ; Téquation générale des quadriques jouissant 
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de la même propriété est donc 

Remarque. — Dans la pratique, il est souvent avantageux de 
prendre la corde de contact ah pour axe des 2, son milieu 
pour origine, une parallèle à l'intersection D des deux plans 
tangents donnés pour axe des y et pour axe des x une droite 
quelconque oC située dans le plan passant 
par D et par le point 0. 

Posons aé = 2c, oC = a, les équations ^ 
des plans tangents donnés seront 



a c 







^-*— 1 = 0, 
a c 



et réquation générale des quadriques qui 
es touchent aux points a, b sera 




Fig. tô. 



{-a+l-')i-a-l-')+^^'-^^^^y+^y'='- 



Quadriques inscrites ou circonscrites. 

249. Lemme. — Quand deux quadriqu£S se touchent en trois 
points a, b, c, elles se raccordent en tous les points d'une courbe 
plane. 

En effet, le plan abc coupe les deux quadriques suivant des 
coniques qui se touchent aux points a, fr, c et, par suite, se con- 
fondent. Maintenant, les deux quadriques n'ont pas de points 
communs en dehors du plan abc ; car, si elles avaient un point 
commun d en dehors de ce plan, chacun des plans dab^ dbc, 
dca les couperait suivant la même conique. 

L'intersection des deux quadriques se composerait donc de 
quatre coniques. 

Cela posé, soient U = 0, V = les équations des deux qua- 
driques et P = celle du plan abc, puisque, par l'intersection 
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de ces quadriques, on peut faire passer un plan doable abCf on 
aura identiquement 

XU — V = P« 

pour une valeur convenablement choisie de X. 

Les équations de deux quadriques se touchant en trois points 
a, by G seront donc 

U = et XU — P« = 0. 

Sur la conique G qui leur est commune dans Le plan abc, pre- 

-, ^, -- j, et représentons par p ce 

que devient la fonction P quand on y remplace X, Y, Z, T par 
Xy y, %, t'y les équations des plans tangents aux deux quadriques 
au point m seront respectivement 

xu;+Yu;+zu;4-Tu;=o 

X(XU;p + YUy + ZU^ + TU;)— 2Pp = 0. 

Ces deux équations représentent le même plan, car p est nul ; 
les deux quadriques se touchent donc en tous les points de la 
conique G. 

Quand deux quadriques se touchent en tous les points d'une 
courbe qui, d'après ce que Ton vient de voir, est nécessairement 
plane, on dit qu'elles sont circonscrites ou inscrites l'une à l'autre. 

L'équation générale des quadriques circonscrites ou inscrites 
à une quadrique donnée U est 

XU — P8 = 0, 

F = représentant le plan de la courbe de contact. 

Remarque. — Soit V une quadrique inscrite dans une qua- 
drique U, un plan quelconque coupera les deux quadriques sui- 
vant deux coniques se touchant aux points où le plan sécant ren- 
contre la courbe de contact des deux quadriques. 

De celte remarque, on déduit que tout plan touchant V en un 
ombilic, coupe U suivant une conique ayant pour foyer cet ombi- 
lic et pour directrice la trace du plan tangent sur le plan de la 
courbe de contact. 



r 
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Ea particulier, si la surface V est une sphère, tout plan tan- 
gent à la sphère coupera U suivant une conique ayant le point 
de contact pour foyer. 

Dans ce cas, la quadrique U est de révolution. 



Cônes et cylindres circonscrits à une quadrique. 
250. Côna circonscrit. — Soient 

réquation de la quadrique, et Xq, y^, Zq les coordonnées du som- 
met S d'un cône qui lui est circonscrit. 

Sur la courbe de contact des deux surfaces, prenons un point 
quelconque M {x^ y, %) ; Téquation du plan touchant la quadrique 
en ce point, sera 

Ce plan touchant également le cône passera par son sommet S, 
et Ton aura la relation 

que Ton peut écrire de la manière suivante : 

<+<+<+ 4=0. 

Quand on regarde x, y, % comme des coordonnées courantes, 
cette équation représente le plan polaire du point S. 

Ainsi, la courbe de contact d^une quadrique et d'un cône cir- 
conscrit coïncide avec Tintersection de la quadrique par le plan 
polaire du sommet du cône. 

Cela posé, Téquation générale des quadriques touchant la qua- 
drique donnée en tous les points de son intersection par le plan 
polaire du point S, est 

< 

Comme une seule de ces surfaces passe par le point S, si l'on 
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détermine X de manière que l'équation précédente soit vérifiée 
par les coordonnées du point S, elle représentera le cône circon- 
scrit à la quadrique. On obtient ainsi la relation 

réquation du cône circonscrit est donc 

4r(j:o, yo, zo) fix, y, z) = {xf'^^ + yf^^+zf^+flY. 

Cylindre circonBcrit. — Soient a, p, y les coefflcients qui 
définissent la direction D des génératrices du cylindre circon- 
scrit. En exprimant que le plan touchant la quadrique au point 
M {Xf ifj z) est parallèle à cette direction, on obtient la relation 

Quand on regarde x^y^z comme des coordonnées courantes, 
cette équation représente le plan diamétral conjugué de la direc- 
tion D. 

Ainsi, la courbe de contact d'une quadrique et d*un cylindre 
circonscrit coïncide avec l'intersection de la quadrique par le 
plan diamétral conjugué de la direction des génératrices de ce 
cylindre. 

Gela posé, l'équation générale des quadriques touchant la qua- 
drique donnée en tous les points de son intersection par ce plan 
diamétral est 

^[^(x,y,z)-{'2Cx + 2Gy + 2C"z + ï)] 

Comme une seule de ces surfaces a pour direction asympto- 
tique la direction D, si l'on détermine X de manière que Ten- 
semble des termes du second degré dans l'équation précédente 
s'annulent pour a; = a, y = p, « = y, elle représentera le cylindre 
circonscrit à la quadrique. 

On obtient ainsi la relation 

X = 4(p(a,p,Y); 
l'équation du cylindre circonscrit est donc 
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251. Problôme. — Trouver le lieu des sommets des cônes de 
révolution circonscrits à une quadrique. 

Nous considérerons successivement les quadriques de la pre- 
mière classe et celles de la deuxième classe. 

Qaadriques de la première classe. — Nous supposerons, 
pour fixer les idées, que cette quadrique est un ellipsoïde que 
nous rapporterons à ses plans principaux. 

L'équation d*un cône circonscrit ayant pour sommet le point 
S (xo, tfo, 2o) est 

Cette équation représente un plan double quand le sommet du 
cône est sur Tellipsoïde ; ce plan double pouvant être considéré 
comme une surface de révolution, nous devrons trouver la solu- 
tion 

t 3 s 

X V z 

a* t* c* 

Il y a donc avantage à laisser en évidence, dans tous les 
calculs qui vont suivre, le premier membre de Téquation pré- 
cédente ; pour éviter de le réduire avec d'autres termes, nous 
poserons 

X y z 

L'équation du cône développée, en ne prenant que les termes 
du second degré, est 



(1) 



1 (-l)^(-:i)^(*4i)i 

/ o^o^o,,^ o^o^o^„ o'^oi/o^,, A. 

b^c^ c^a^ a^b^ 



pour exprimer qu'elle représente une surface de révolution, 
nous distinguerons deux cas principaux : 

1* Le produit Xoyo^ n'est pas nul. — Dans ce cas, le sommet 
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du cdne n'est pas situé dans un des plans principaux de Tellip- 
soïde ; il sera de révolution, si Ton a 

On a d'abord la solution A = déjà interprétée, puis les rela- 
tions de condition a = b = c qui expriment que l'ellipsoïde est 
une sphère ; tous les cônes circonscrits sont alors de révolulioD. 

2* L'une des coordonnées Xo y Jfo ou Zo est nulle, — Supposons 
par exemple o^o = ; le sommet du cône est alors dans le plan 
principal y o;s. 

L'équation (1) devient 

elle représentera une surface de révolution si l'on a 



bH* 
ou bien 



♦c*~L(fr* aV*~6^JUc« aV* c*J' 



(t»-a«)(c«-a«)^ + [(c*-a«)^'+(fr»-a«)^jA=0. 



Nous retrouvons encore la solution A = ; supprimons le fac- 

, 



teur h et remplaçons ensuite h par sa valeur rj H — 5 — 1, nous 
obtiendrons enfin l'équation 

9 s 

^^ -j 2 1 = 

b^---a^^c^ — a^ 

Les résultats qui correspondent aux hypothèses yo=Oou;So=0 
se déduisent du précédent par des permutations de lettres évi- 
dentes. 

En résumé, le lieu cherché se compose de trois coniques U, 
Y, W situées dans les plans principaux de l'ellipsoïde et ayant 
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respectivement pour équations 
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(U) 



Xo=0 



s s 



b*—a* ' c!* — (fl 



(V) 



yo=o 



•a 



T» I 



= 1 



(W) «0 = 



X 



' +J^.=:1. 



aî— c« • ft* — c« 



Ces trois courbes sont appelées les focales de Tellipsoïde ; on 
vérifie facilement que chaque focale a les mêmes foyers que la 
section principale dans le plan de laquelle elle est située, et que 
ses sommets sont des foyers des deux autres sections principales. 

Ajoutons que les focales passent par les ombilics réels ou ima- 
ginaires situés dans leur plan. 

Nous supposerons toujours que l'on a : a'> &> c. 

Dans ces conditions, la focale U dont le plan est perpendi- 
culaire à Taxe majeur est une ellipse imaginaire; 

La focale V dont le plan est perpendiculaire à l'axe moyen est 
une hyperbole ; 

Enfin la focale W dont le plan est perpendiculaire à Taxe mi- 
neur est une ellipse réelle placée à l'intérieur de l'ellipsoïde. 

De ce qui précède il résulte, qu'en ne considérant que les cônes 
de révolution réels circonscrits à l'ellipsoïde, le lieu se compose 
des arcs de la focale hyperbolique V extérieurs à cette surface. 

Axe de rét)olution. — Soit S un point de ces arcs, le plan Co A 
sera un plan principal du cône 
circonscrit ayant pour sommet 
le point S. Les génératrices si- 
tuées dans ce plan principal sont 
les tangentes St, St' menées du 
point S à la section principale 
AoC; de plus, la section du 
cône par le plan mené par tt' 
perpendiculairement au plan 
AoC est une ellipse; donc l'axe 
de révolution est la bissectrice 
de l'angle tSt'. L'hyperbole V 
et la section principale AoC ayant les mêmes foyers réels ç, cp', 




Fig. 49. 
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il en résulte que Taxe est aussi la bissectrice de Tangle ^ Sf' ; il 
coïncide donc avec la tangente au point S de Thyperbole V. 

252. Si la quadrique est un hyperboloïde à une nappe, les 
équations des trois focales sont 



(U) 



(V) 



a-o=0 



yo=0 - 



(W) 20 = 



î'o 


+ 
+ 


«0 


b* — a* 


c^ + a» 

3 
*0 


1 


«« — <•» 

S 

î'o 

La 1 ^a 



=1 



=1 



= 1. 



— X. 



On les obtient en changeant c* en — e' 
dans les équations des focales de Tel- 
lipsoîde. 

Nous supposerons fc > a. 

Dans ces conditions la focale U, dont le 
plan est perpendiculaire au plus petit des 
axes réels, est une hyperbole; 

La focale V, dont le plan est perpendi- 
culaire au plus grand des axes réels, est 
une ellipse imaginaire ; 

Enfln la focale W, dont le plan est per- 
pendiculaire à Taxe imaginaire, est une 
ellipse réelle, 

253. Si la quadrique est un hyperboloïde à deux nappes, les 
équations des trois focales sont 




Fig. 50. 



(U) 



a:o=0 



9 



c» + a« 



= 1 



iV) y«=0 



c»+i>» ' b*—tfl 



(W) xo = - 



X. 



a* + c* fr« + c» 



= 1 



= 1. 



à 
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— fr* dans 



On les obtient en changeant a* et fc* en — a* et en 
les équations des focales de Fellipsoïde. 

Nous supposerons encore fc > a. 

Dans ces conditions, la focale U, dont 
le plan est perpendiculaire au plus petit 
des axes imaginaires» est une hyperbole; 

La focale V, dont le pian est perpen- 
diculaire au plus grand des axes imagi- 
naires est une ellipse réelle; 

Enfin la focale W, dont le plan est 
perpendiculaire à l'axe réel, est une 
eUipse imaginaire. 



254. Quadriques de la deuxième 
classe. — Nous supposerons pour fixer 
les idées que celte quadrique est un pa- 
raboloïde elliptique que nous rapporte- 
rons aux deux plans principaux et au plan tangent au sommet. 

En posant 
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P Q 

l'équatiun du cône circonscrit développée et réduite aux termes 
du second degré est 

\ p/p \ q/q pq^ ^ q P 

Il faut exprimer que cette équation représente une surface de 
révolution. 

Si le sommet du cône n*est situé ni dans l'un des deux plans 
principaux ni dans le plan tangent au sommet, on ne trouve que 
la solution h = 0. 

Quand le sommet du cône est dans Tun des plans principaux, 
on obtient les deux solutions suivantes : 



et 



»o = ^l + (p-q){^Xo-p) = 
«0 = yl + iq-p){^xo-q) = 0. 
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Dans le cas du paraboloîde hyperbolique^ les équations précé- 
dentes deviennent 



et 



yo = zl + (p + q){2xo-p) = 



«0=0 y:-{p + q)(^Xo + q)=0. 



On voit que les paraboloïdes admettent deux courbes focales 
et que ces courbes sont des paraboles. 




A"".:—- V— ■•-•3'' 
/^^'■' . \ 'A ^ 

Kyf^ID .': \ ' 

y/---,-' ^T 



Fig. 5i. 



Qnadriques passant par les quatre côtés d'un quadrilatère gauche. 



255. Soit A^A^AiA^ le quadrilatère gauche; si Ton mène les deux diago- 
nales Af A|, AjA^ on formera un tétraèdre. Nous 
représenterons par 



X, = x. = a:, = ^^ = 

les équations des faces respectivement opposées 
aux sommets A^, A., A,, A^. 
Les faces qui se coupent suivant la diagonale 
A( Af A. et celles qui se coupent suivant la diagonaie 
A, A4 forment deux quadriques particulières pas- 
sant par les quatre côtés du quadrilatère gauche; 
l'équation générale des quadriques jouissant de 
cette propriété est donc 
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Quadriques passant par deux droites données. 

256. Soient 

a:, = a?, = et a;, = a?* = 

es équations des deux droites données D, D'. 
Uéquation générale des quadriques pourra êlre mise sous la forme 

(2) A j;* + A j:*4-A x' + A a?* 



avec 



^if = A/,. 



La surface passant par la droite D l'équation 

A x*4-A iC* + 2A X X =0 

W a ' 44 A ' S4 a 4 

obtenue en faisant Xt=x^ = dans l'équation (2), devra être satisfaite iden- 
tiquement. On aura donc 

A„ = A44 = A^ = 0. 

En exprimant que la quadrique passe par la droite D', on trouvera de 
mémo 

A41 =0 A„ = A„ = 0. 
L'équation générale des quadriques passant par les droites D, D' est donc 

Qnadriqnes tangentes aux quatre côtés d'un quadrilatère gauche. 

257. Considérons encore le tétraèdre formé en menant les deux diagonales 
A4 A,, A,A^ du quadrilatère donné A^ A,A,A^ {fig. 53) ; conservons en outre 
les notations du paragraphe 255; une quadrique quelconque sera encore 
représentée par l'équation (2). Quant aux côtés du quadrilatère, ils auront 
pour équations 

A.A,i^« = ^ A.aJ^* = ^ 

* * ( a7, = l ^4 = 

En exprimant que ces côtés sont tangents à la quadrique on obtient les 
II 23 
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relations 








A* = A A 

48 4« U 


A* =A A 

14 41 44 


a' =A A 

fS M 33 


A* = A A . 
u n u 



Elles montrenl que les coefficients A«|, A^, A„, A^^ sont de même signe; 
on peut donc poser 

il en résulte 

A^, = ±flc A^^ = ±ad A„ = ±lfe A^ = ±bd. 

Si l'on combine les signes de toutes les manières possibles, on obtieol 
pour représenter les quadriques cherchées seize équations qui rentrent dans 
les deux formes suivantes : 

(3) a X -\-b X -\-e X -^d X 

+ ^acx^x^ + 'iadx^x^-\-^bdx^x^-\'^box^x^-\- ^K^^x^x^ + 'ÈK^x^x^^^ 

et 

(4) ax+bx+cx-^-dx 

+ ^acx^x^-\- 2fld:r,ar^-j-2^^^a^4 — 2*ca;,a:, + 2A„a?,a:,+ 2A„x,4:4 = 0. 

Toutes les formes renfermant un nombre pair de signes 4- s® déduiseni 
de l'équation (S), et toutes les formes renfermant un nombre tmjNur de 
signes — se déduisent de l'équation* (4], en changeant, dans l'une ou l'autre 
de ces deux équations, les signes d'une ou plusieurs des quantités «, b^ Cfd. 
Ainsi, il faut deux équations pour représenter toutes les quadriques tan- 
gentes aux quatre côtés d'un quadrilatère gauche. 

Remarque. — Les équations (3) et (4) peuvent être écrites comme il suit : 

(3') [ax^ + bXt + cx^ + dx^)* -|- 'i{'kx^x^ + [kX^Xt) = 

(4') {aXi -f- bx^ + cx^ + dx^)* — kbcx^x^ -[- 2(Xx^a?, + \^x^x^ =0. 

De l'équation (3') on déduit le théorème suivant : 

Théorème. — Quand une quadrique touche les quatre côtés d'un quadrilatère 
gauche, les quatre points de contact sont dans un même plan. 

Cetle propriété n'est vraie que pour une seule des deux séries de qua- 
driques tangentes aux côtés du quadrilatère. 

Quadriques tangentes aux six arôtes d'un tétraèdre. 

258. Soient A^A^ A^A^ le tétraèdre donné et 

j;^ = a;, = x, = x^ = 
les équations des quatre faces. 
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Les quadriques représentées par les équations (S^, (4') touchent quatre des 
arêtes du tétraèdre ; en exprimant que l'une ou Tautre est tangente aux 
deux arêtes A^A,, A^A^, on obtient les relations 

X{X + 2fl*l =0 |i(|4 + 2cd)=0, 

qui conduisent aux quatre solutions suivantes : 

|> = |>=0 il= — 2ab U= — 2a* 

( (i = ( |j. = — 2cil t|A = (ji= — 2cd. 

Si Ton considère d'abord l'équation (S'), la première solution donne des 
plans doubles, la deuxième et la troisième donnent des cônes ; enfln la qua- 
trième solution donne des quadriques ayant pour équation 

(5) a X* -\- If* X* -}- c X* -\- (tx 

— ^abx^x^ + tacx^ x, + ^adx^x^ + ^bex^x^ + ^bdx^x^ — ^cdx^x^ = 0. 

Si l'on considère maintenant l'équation (4') les quatre solutions donnent 
des cônes. Cela est évident pour les trois premières ; on voit qu'il en est 
ainsi pour la quatrième en remarquant que l'équation (4') peut alors être 
mise sous la forme 

{ax^ — bx^-\-cx^)^-\-d{%ax^'\-^bx^ — %ex^-\-dx^)x^=iO. 

En résumé, si on laisse de côté les cas particuliers, les quadriques tan- 
gentes aux arêtes du tétraèdre sont représentées par l'équotion (5). Si l'on 
y change c en — c et d en — d, celte équation prend une forme plus symé- 
trique et devient 

ILax^ — ^l^ahx x =0; 

le symbole £ indiquant la somme des termes obtenus en permutant les lettres 
(a, h^ c, d), {x^, X,, Xf, x^) dans les termes mis en évidence. 



Quadriques cireonscrites à un tétraèdre. 

259. En conservant les mêmes notations qu'au paragraphe 255, et expri- 
mant que la quadrique passe par les sommets du tétraèdre AiA^A^A^, on 
obtient immédiatement, pour représenter les quadriques circonscrites au 
tétraèdre, l'équation 



Quadriques inscrites dans un tétraèdre. 

260. Conservons encore les mêmes notations qu'au paragraphe 255; un 
plan quelconque P sera représenté par une équation de la forme 

(Q «4 X^ + «« ^t + «a^a + «4^4 = 0. 
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Ce plan sera tangent à une quadrique si ses coefficients sont liés par une 
équation du second degré 



(7) 

dans laquelle on a 



• • 



Ea^tt^ + 22:a„tt,i«,= 0, 



a^j = Gji. 



L'i quadrique touchant la face A^AjÀ^ du tétraèdre donné, l'équation (7) 
devra être satisfaite si Ton y pose u, = u, = u^ = ; on aura donc 0^ = 0. 

En exprimant que la quadrique touche les autres faces du tétraèdre, on 
trouvera de même les relations 

a., = fl- = a. . = 0. 



*tt 



44 



L'équation (7) devient donc 



(8) 



a4t««»t + «««€«•+ «i4«.»4 + «tl«i«. + «t4ttl«4 + «14 «.«4=0. 



Le problème est ramené à chercher l'enveloppe des plans P, les coefficients 
des variables satisfaisant à Téqualion (8). 

En appliquant la méthode exposée au paragraphe 112, on obtient pour 
représenter les quadriques inscrites dans le tétraèdre l'équation 







•ti 



*u 







fl» 



a„ x^ 
a„ x^ 



►4« ••4i 



a^ 



x^ 



X, 



«4 





= 0. 



Quadriques conjurées à nu tétraèdre. 



261. Définition. — On dit qu'une quadrique est conjuguée à «a tétraèdre 
quandf par rapport à cette surface, chaque sommet du tétraèdre est le pâle 
de la face opposée. 

Conservons encore les notations du paragraphe 255. 
On démontre comme en Géométrie plane (G. P. 334) que Téqaation d'one 
quadrique étant 

n^«» «„ x„ x^) = Oj 

le plan polaire d'un point M défini par les quantités â;',^',x',d; a ponr 
équation 

(Les quantités x^,x^,x yX sont respectivement proportionnelles aux ^ 
tances du point M aux faces du tétraèdre.) 
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En partant de ce résultat on trouve facilement, pour représenter les qua- 
driquee conjuguées à un tétraèdre, Téqualion 

a^x] + a„x\ + a„x*^ + a^x*^ = 0. 

262. Remartnie. -— Dans le paragraphe 255 et dans les suivants, nous 
avons en réalité fait usage des coordonnées homogènes ; nous n'avons pas 
cru nécessaire d'étudier d*une manière particulière ce système de coordon- 
nées. Il sera en effet facile d'étendre à la Géométrie dans l'espace les déve- 
loppements donnés sur cette question en Géométrie plane (G. P., Livre VII, 
Chapitre iv). 



1 



I 

I 



CHAPITRE IV 



FOYERS DAJVS L.ES QUADRIQUES. 



263. Définition. — Or appelle foyer d'une surface le centre d'une iphère 
de rayon nul doublement tangente à la surface. 

Celte définition est analogue à celle qu'a donnée Piûcker pour les foyers 
d'une courbe plane. 

Détermination des foyers d'une qnadriqne. — Soient 

f=Aa:^ + X'y* + A''z*-\-^Byz + ^B'zx + %B"xy 
+ 2Ca; + 2G'y + 2G"« + D = 

l'équation de la quadrique rapportée à des axes quelconques mais cependant 
rectangulaires, et 

E=(a;-«)« + (y-p)« + («-T)« 

l'équation de la sphère de rayon nul. 

Ces deux surfaces doivent être doublement tangentes, et, pour cela, il faut 
et il sufflt qu'elles se coupent suivant deux courbes planes (247). 

L'équation générale des quadriques passant par rintersection dos deux 
surfaces considérées est 

/^— SS = 0; 

rendons celte équation homogène par l'introduction d'une quatrième va- 
riable ty elle représenlera deux plans si les plans ayant pour équations 

(1) /^-ss;=o f;-s2;=o a',-ss;=o a;-ss;=o. 

passent par une même droite. 

En effet, celte quadrique aura alors une ligne de centres et passera p«f 
celte ligne de centres. 

Posons, pour abréger l'écriture, 

C = C + Sa (î'=:C'4-Sp c"c=C"+-Sy 
d = D-S(a« + ^« + T'), 
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]cs équations (1) développées deviendront 



(2) 



(8) 



{A—S)x + B"y +B'z 

B"x +{A' — S)y + Bz 

B'x +By +(A" 



+ c 

S)5 + C" 









ex 



+ Cy 



+ c"z 



+ d=:0. 



Les plans représentés par les équations (2) devant passer par une même 
droite, il faut déjà que le déterminant A (S) formé par les coefflcients des 
inconnues x, y, z soit nul ; donc S est une ryine de l'équation en S. 

Nous distinguerons maintenant deux cas. 

1* Véquation en S fCa pas de racine multiple. — On sait qu'une racine 
simple S ne peut pas annuler à la fois les trois mineura principaux a, a\ a" 
du déterminant A (S) (142). 

Pour flxer les idées, nous supposerons a" ^ 0. D*aprës le théorème de 

M. Rouchéi pour que les équations (2) se réduisent à deux, il faut et il sufQt 
que Ton ait 

A — S B" c 

B" A' — S d 



(I) 



B' 



B 



.11 



= 0. 



Cette relation exprime que 'le déterminant formé par les coefQcienls des 
inconnues Xj ^,2, dans Téquation (3) et les deux premières des équations (2), 
a une valeur nulle ; ces trois équations devant se réduire à deux, on aura 
la relation 

A — S B" c 

B" A' — S d =0. 

c e d 



(H) 



Remarque. — Aux hypothèses a ^ ou a' ^ correspondent deux couples 

d'équations que l'on déduit facilement des équations (I), (II). 

En remplaçant dans les équations (I) et (II) ou dans les équations analogues 
S par les racines de l'équation en S, on aura trois groupas de deux équations 
déterminant les foyers de la quadrique. L*équation (I) représente un plan et 
l'équation (II) une surface du second ordre ; donc une quadrique a en géné- 
ral une inflnité de foyers situés sur trois coniques. 

Remarque. — Quand on remplaee 6 par une racine de l'équation en S et 
a, p, Y P^^ ^^^ coordonnées d'un des foyers correspondants, on a identique- 
ment 

^— SS = PQ, 

F et Q étant des fonctions linéaires. 

Les plans P et Q sont évidemment parallèles aux plans cycliques d'un 
même système de la quadrique donnée. 

Si les plans P et Q sont réels, on dit que les foyers correspondants sont 
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de première espèce ; ces foyers correspondent à la racine moyenne de réqaa- 
lion en S. 

Si les plans P et Q sont imaginaires, bn dit que les foyers correspondants 
sont de deuxième espèce. 

L'intersection des plans P et Q qui est une droite toujours réelle est la 
directrice du foyer dont les coordonnées sont a, §, y. 

La directrice est représentée par deux dâs équations (2) considérées simul- 
tanément. * 

2« V équation en S a une racine double. — On sait que cette racine doable 
annule tous les mineurs du premier ordre du déterminant A (S); pour cette 
valeur de S, les équations (2) représentent donc trois plans parallèles, 
c'est-à-dire se coupant suivant une droite rejetée à l'ipâDÎ. Cette droite 
devant être située dans le plan représenté par l'équation (3), ce plan sera 
parallèle aux précédents. On aura donc 

c & cf' 



ou bien 

«(•+i)-^+f) = -(r+ï). 

en remplaçant c, cf^ c" par leurs valeurs et se rappelant que Von a 

B'B" 



A-S = 



B 



La surface est, comme on Ta vu, de révolution; tous les points de Vau 
sont des foyers. 

Ce qui précède suppose qu'aucun des trois coefQcients B, B', B" n'est égal 
à zéro ; quand deux ou trois de ces coefficients sont nuls on retrouve la 
même résultat. 

Nous allons appliquer ces généralités à la rechercha des foyers des qua- 
driques de la première et de la deuxième classe. 



QUADRIOUES BE LA PREMIÈRE CLASSE. 

264. L'équation de ces surfaces rapportées aux trois plans principaux est 

A^B^C ' 

et les racines de l'équation en S ont pour valeurs 

i 1 1 

A B G ' 

Considérons la racine - qui n'annule pas le mineur a" ; pour ^^^ ^'' 

C 
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leur de S rëquation (I) donne ^ = 0, c'est-à-dire y = 0. Les foyers corres- 
pondants sont dans le plan principal xoy. 
Pour la même valeur de S, Téquation* (II) devient 

a* 6* 



A— C ' B— C 

On voit que les foyers sont situés sur la focale placée dans le plan prin- 
cipal xoy. 

Aux deux autres racines de l'équation en S correspondant les deux autres 
focales. 

Nous avons fait connaître aux paragraphes 251, 252, 253 la nature des 
focales pour les différentes quadriqitfs de la première classe. 

Directrice, — Considérons en particulier la focale W placée dans le plan 
principal xoy^ les équations de la directrice correspondante s'obtiendront en 
égalant i zéro les dérivéas par rapport à x et à y de la fonction 

J + |* + j'-D-ll(«-«)»+(»-p)' + *']. 
On obtient ainsi les deux équations 



Aa B^ 



*= T ;; y = 



A — C ' B — C 

Tbéordme I. — La directrice (fun foyer F est la droite polaire par rapport 
à la quadrique de la tangente à la ligne focale menée par ce foyer. 

En effet, l'équation d'un plan quelconque passant par la directrice est 



(4) 



>(-Â^c)+'(-ife) = «^ 



le pôle de ce plan, par rapport à la quadrique, est déterminé par les rela* 
tions 

X y D 



A> B|i ^ ^ a , „ p 

AX- 7^ + By, 



z = 0. 



A — C ' "^B — G 
L'élimination de X et de pi donne les équations 



A— C ' B— C 
qui représentent la tangente menée par le foyer F à la focale W. 

Théorème IL — Le plan qui passe par un foyer F et la directrice correspond 
dante I est normal à la focale ; il coupe la quadrique suivant une conique 
qui admet ce point F pour foyer et cette droite pour directrice. 
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Si l'on exprime que Téquation (4) est satisfaite par les coordonnées du 
foyer F, on obtient la relation 

a 6 

réquation du plan considéré est donc 

(A-C)--A=(B-~G)^-B. 
a p 

On voit que sa trace sur le plan xoy esi normale au point F à la focale W. 

Le même plan coupe la quadrique suivant une conique, et la sphère de 
rayon nul F suivant un cercle de rayon nul ayant avec cette conique on 
double contact aux points où I rencontre la quadrique. Le point F est donc 
un foyer de la conique et I egt la directrice correspondante. 



QCADRIQUES DE LA DEUXIÈME CLASSE. 

265. On rapportera la surface aux deux plans principaux et aa plan tan- 
gent au sommet ; on retrouve encore les focales déjà obtenues an para- 
graphe 254. 

Les théorèmes I et II sont encore vrais pour les quadriques de la deaiième 
classe.* 

LIGNES FOCALES D'UIV CONE. 

266. Soit 

a^ M* z* 

réquation du cône rapporté aux trois plans principaux ; nous devrons poser 

A = a« B = &* C = — if D = 0. 

Les équations des lignes focales sont 

S« y* 

b* — a* (f-{-a* 

= — — = 

Ces lignes sont deç droites dont deux seulement sont réelles. Si l'on 
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suppose ^>a, les focales réelles sont situées dans le plan yoz, c'est-à-dire 
dans le plan des génératrices principales qui font entre elles le plus grand 
angle. 

Théorème. — Le$ lignes focales du cône asymptote d'un hyperboloide tant 
les asymptotes de C hyperbole focale de la surface, 

La vérification de cette propriété ne présente aucune difficulté. 

Théorème. — Les lignes focales dun cane V sont perpendiculaires aux 
plant cycliques du cône supplémentaire F' . 

En effet, l'équation du cône F étant 

x"* !/• i* 

celle du cône supplémentaire F' sera 

fl* a;* + ft'y» — (?•«• = 0. 
La direction des plans cycliques du cône F' est définie par féquation 

(^ — a*)y* — (c" + a«)«« = 0; 
on voit que ces plans sont perpendiculaires aux focales du cône F. 

UGimES FOCALES D'UN CTUNDRE. 

267. On voit facilement que les lignes focales réelles d'un cylindre du se- 
cond ordre sont les parallèles aux génératrices menées par les foyers d'une 
section droite. 

268. Reprenons l'équation 

du paragraphe 263. 

Quand on y remplace S par une racine de l'équation en S, et a, p, f par 
les coordonnées d'un point F de la focale correspondante, cette équation 
représente deux plans ; on a donc identiquement, pour cette valeur de S, 

/-SL = PQ, 

P et Q étant des fonctions linéaires. 

Il résulte de là que l'équation d'une quadrique peut toujours être mise sous 
la forme 

(5) SL + PQ=0. 

Nous nous proposons de chercher la signification géométrique de cette 
équation. 
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Nous distinguerons deux cas. 

1* Le foyer F est de première espèce. — Les plans P et Q sont alors réels 
et l'on obtient immédiatement le théorème suivant : 

Théorème. — La dittance d*un point quelconque d'une quadrique à m 
foyer de première espèce ést dans un rapport constant avec la moyenne pro- 
portionnelle des distances de ce point aux plans menés par la directrice cor- 
respondante, parallèlement aux plans cycliques réels de la quadrique. 

Remarque. — La focale pour les points de laquelle les plans P et Q sont 
réels est celle qui correspond à la racine moyenne de l'équation en S ; elle 
passe par les ombilics réels de la surface. 

Le théorème j^récédent ne concerne ni l'hyperboloTde à une nappe, ni le 
paraboloïde hyperbolique qui n'ont pas de foyers réels de première espèce. 

2* Le foyer F est de deuxième espèce. — Les plans P et Q sont alors 
imaginaires conjugués, et se coupent suivant une droite réelle I qui eat la 
directrice relative au foyer F. 

Nous prendrons pour origine des coordonnées rectangulaires le foyer F et 
pour plan des xy le plan mené par F perpendiculairement sur la directrice I. 

Soient 

x — x^ y = yt 
les équations de cette directrice, l'équation (5) prendra la forme 

(61 «•+/ + ** = xv^-«t)' + iiMy-yJV 

Par un point M(£, y, 2) de la surface, menons un plan R parallèle aapian 
défini par Téquatiou 

son équation sera 

Z — 2 = m(X — a?). 

Le plan R rencontre la droite I en un point A dont les coordonnées soat 

«' = x, y' = y^ i' = « + «(«,—«). 
Le carré de la distance du point M au point A a pour expression 

Supposons X > |i, on pourra poser 

l + m. = ^. 

et l'équation (6) donnera la relation 



t, 



MF =|i MA. 
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MR 
Le rapport ;-— reste donc constant pour tous les points de la quadrique. 
MA 

Il est facile de montrer que le plan R est un des plans cycliques réels de 
la surface. 

En effet, pour tous les points de la section de la quadrique par le plan R, 

le point A reste le même ; d'un autre côte, le lieu des points de l'espace tels 

MF 
que le rapport ---— de leurs distances à deux points fixes F et A reste cons- 
MA 

tant est une sphère ; donc la section considérée est un cercle. 

Cette conclusion est en défaut quand (i est égal à l'unité; la sphère devient 
alors un plan, et la section de la quadrique par le plan R est une droite. 
Cette quadrique est un paraboloïde hyperbolique dont le plan R est un plan 
directeur. 

De ce qui précède résulte le théorème suivant : 

Théorème. — Dans une quadrique la distance d'un point quelcofique de la 
surface à Un foyer de deuxième espèce est proportionnelle à la distance de ce 
point à la directrice correspondante, cette distance étant comptée parallèle^ 
ment à Vun des plans cycliques réels de la quadrique. 

Quand la surface est un paraboloUde hyperbolique, chacun de ses points est 
également distant du foyer et de la directrice correspondante, la distance à 
la directrice étant comptée parallèlement à un plan directeur. 

MF 
Le nombre pi, valeur constante du rapport rr— , est appelé le module de la 

quadrique. Pour cette raison, les foyers de deuxième espèce sont aussi 
appelés foyers modulaires, et les focales, lieux géométriques de ces foyers, 
sont appelées focales modulaires. 

L'hyperboloïde à une nappe et le paraboloïde hyperbolique ont deux focales 
modulaires. 

L'ellipsoïde, le paraboloïde elliptique, Thyperboloïde 4 deux nappes, le 
cône admettent une seule focale modulaire. 



QUADRIQUES 1IOHOFOCAL.ES. 

289. Définition. — On dit que deux quadriques sont homo focales quand 
elles ont les mêmes lignes focales. 

Nous ne considérerons que les quadriques de la première classe ; la défi- 
nition montre que deux quadriques homofocales ont les mêmes plans prin- 
cipaux et que la différence des carrés des axes est la même pour chacune 
d'elles. 

Soient 

X* u* z* 
' — -|-L-L__-i = o 
A^B^C 

jjt yt ;jt 

— 4-5^4-- — 1 = 
les équations de deux quadriques de la première classe rapportées aux plans 
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principaux qui sont communs par hypothèse. Si ces surfaces sont homofo- 
cales, on aura 

A — A' = B — B' = G — C. 

Désignons par > la valeur commune de ces trois différences, il en résul- 
tera 

A' = A — X B' = B — X C' = C — X; 

réquation des quadriques homofocales entre elles et avec la première des 
deux quadriques considérées sera donc 



(7) 



a;' 



V* 



+ 



«' 



A — X B — X C — X 



— 1=0. 



Dans tout ce qui suit, nous supposerons que Ton a 

C<B<A. 

270. Nous allons chercher la nature des quadriques représentées par 

l'équation (7) quand X varie de^ oDà + oo. 
Traçons dans le plan des xji la foctie 
g elliptique E dont Téquation est 




X» If* 



A— G ' B— G 



= 1 



^ et dans le plan des xi la focale hyperbO' 
lique H dont Téqualion est 



= 1; 



A— B B— C 

f\%, M. 

désignons en outre par s une quantité ptf- 
gitive moindre que toute quantité donnée. 

Quand X varie de — oo à G — e, l'équation (7) représente un ellipsoïde 
dont les axes d*abord infiniment grands diminuent constamment. 

Pour X = G — e les longueurs des axes dirigés suivant ox et oy différent 

înflniment peu l'un de 2 y/A — G , l'autre de 2V^B — G ; quant à l'axe dirigé 
suivantes, il est infiniment petit. L'ellipsoïde, infiniment aplati dans les sens 
oz et 02iy a pour trace sur le plan xoy une ellipse extérieure à la focale E, 
mais qui en est partout infiniment voisine ; cet ellipsoïde se réduit donc i 
la portion du plan des xy intérieure à la focale elliptique E, quand £ teod 
vers zéro. 

Quand X varie de G + e à B — e, la quadrique devient un hyperboloîde à 
une nappe dont Taxe imaginaire coïncide avec oz, 

La trace de la surfoce sur le plan xoy est une ellipse intérieure à la focale 
elliptique E; sa trace sur le plan zox est une hyperbole intérieure à la 
focale hyperbolique H. 

Pour X = G-|-s, l'axe imaginaire est infiniment petit, et la surface diffère 
infiniment peu de la portion du plan xoy extérieure à la focale K. 



f 
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La quantité X augmentant, l'hyperboloïde s'écarte du plan des xy dans le 
sens des cotes positives et négatives, et, pour X = B — s, Taxe dirigé sui- 
vant oy est inflniment petit. Dans la même hypothèse, la section de l'hyper- 
boloïde pai* le plan zojn diffère infiniment peu de la focale H ; la surface est 
donc inflniment voisine de la portion du plan zox extérieure à Thyperbole H. 

Quand X varie de B -f s ^ A — e, la quadrique devient un hyperboloïde à 
deux nappes dont Taxe réel coïncide avec ox. 

La trace de la surface sur le plan tox est une hyperbole extérieure à la 
focale hyperbolique H. 

Pour X = B -f- £> V&X.Q imaginaire dirigé suivant oy est infiniment petit et 
la section de la surfoce par le plan zox diffère inflniment peu de la focale H; 
l'hyperboloïde est donc inflniment voisin de la portion du plan zox intérieure 
à l'hyperbole H. 

La quantité X augmentant, l'hyperboloïde s'écarte du plan zox dans le 
sens des ordonnées positives et négatives, et, pour X = A — s, l'axe dirigé 
suivant ox est infiniment petit ; la surface est donc infiniment voisine du 
plan zoy avec le(fuel elle se confond quand c tend vers zéro. 

Quand X varie de A-|- & à -{-oo, la quadrique devient imaginaire. 

Remarque. — Si l'on suit attentivement la loi de déformation des ellip- 
soïdes, des hyperboloïdes à une ou à deux nappes représentés par l'équa- 
tion (7), on voit que, par chaque point de l'espace, passent un ellipsoïde, un 
hyperboloïde à une nappe et un hyperboIoXde à deux nappes. 

Cette proposition qui a une grande importance peut être démontrée analy- 
tiquement. 

Théorème. — 1* Par un point M (x^, ^o» ^) ^ V espace, passent un ellip- 
solde, un hyperboloïde à une nappe et un hyperboloïde à deux nappes homo- 
focaux; 2* Us trois surfaces se coupent mutuellement à angle droit. 

1* En exprimant que les coordonnées du point M satisfont à l'équation (7), 

on obtient la relation 

■ • • 

X y z 

(8) —A Î--H î 1=0, 

^ ^ A — X^B — X^C-X 

qui est analogue à l'équation en S, l'inconnue étant la quantité X. 
L'équation (8) a donc ses trois racines réelles et séparées par la suite 

— 00 C B A. 

Nous appellerons p la racine comprise entre — oo et C, à laquelle corres- 
pondent des ellipsoïdes ; p, , la racine comprise entre C et B, à laquelle cor- 
respondent des hyperboloïdes à une nappe ; enfin nous appellerons p, , la 
racine comprise entre B et A, à laquelle correspondent des hyperboloïdes à 
deux nappes. 



2* Soient 



«■ u* z* 



A — X ' B — X • C — X 
X* V* z* 

A — p. B — |i Cl — j4 
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les équations de deux quadriques de nature différente passant par le point 
M ; on en tirej par soustraction, 

*■ !/• z* 



(A-X){A-p.) ' (B-X)(B-ïji) ' (C-X){C-{i) 

Cette relation exprime que les plans tangents aux deux (fuadriqnes, en 
chacun des points de leur courbe d'intersection, sont perpendiculaires entre 
eux. 



COORDONNEES ELLIPTIQUES. 

271. D'après la première partie du théorème précédent, les quadriqoes 
représentées par les équations 

a;* «■ z* 



— p'B — p'G— p 

07* V* Z* 

A — p, B — Pi ^ — P« 
X* W* 2* 



A -. p, B — p, G — p, 

se couperont en un point quelconque de l'espace, quand on fera varier p de 
— 00 à Cy Pf de G à B, et Pi de B à A. On peut donc fixer la position d'un 
point quelconque M de l'espace en choisissant convenablement les valeurs 
des paramètres p, p^ , p,. 

Ges paramètres sont appelés les coordonnées elliptiques du point M. 

Il est facile d'exprimer les coordonnées rectilignes Xy y, z du point M en 
fonction des coordonnées elliptiques p, p^, p,. 

Pour cela, remarquons que les relations (9) expriment que la fonction 

X* y* z* 



A — X ' B — X ' G — X 
est nulle pour X = p, X = p« et X = pi ; on a donc identiquement 

(10) -£-+-t-+^ a-p)(x-p.)(>-(>.) . 

* ' A — X^B — X^C — X (A — X)(B — X)(G — X) 

En décomposant le second membre en éléments simples, il en ré8ult« 

(A-p)(A-pJ(A-p.) 
- (B-A)(C-A) ' 
(B-p)(B-p.)(B-p.) 

' (A — B)(C — B) ' 

-._ (C-P)(C-P.)(C-P.) 
(A-C)(B-C) 
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Nous allons donner encore deux autres relations remarquables entre les 
coordonnées reeiilignes et les coordonnées elliptiques d*un point M. 
Sî Ton ordonne par rapport à X l'équatioii 

^ y* z* 



A — X ' B — X C — X 
elle devient 

X» — (A + B-f C-x*-y*-a7X«+...=0. 

Cette équation a pour racines p, p| , p. , on a donc la relation 

Pour trouver Vautre relation, prenons la dérivée par rapport à X des deux 
membres de l'identité (10), nous aurons 

X* . y' ■ ^' ^ tf r (x-p)(x-p.)(x-p.) -| 

(A— X)*'^(B— X}-'^(C — X)* i/X'L(A — X}{B— X)(C — X}J' 

Le second membre do cette identité est de la forme (X — p)/'(X) ; donc sa 
dérivée par rapport à X est de la forme 

r(X) + {X-p)/-'(X); 
en faisant X = p, on obtient la relation 

a^ y' , i* {p-Pt)ip-?t) 



(A-p)* ' (B-pr ' (C-p)* (A-p)(B-p)(C-p, 

Il est aisé de vérifier qu^ le premier membre de cette relation est égal au 
carré de l'inverse de la distance p du centre de la surf)Bce de paramètre p au 
plan qui la touche au point M(x, y, 2). 

En appelant p^ , p, les dislances du même centre aux plans qui touchent 
en M les surOsicea de paramètres p, » p, , on a en résumé les trois relations 

,^ (A~p)(B--p)(C-p )^ 

•IP — 0|) (p— Otl 
t^ (A-p.)(B-pjrC-p,) ^ 

' (p* — PiMPi — p) 

,^ (A-p,)fB^p,)(C-p,) 

• (pi— Pi (P. — Pi) 

272. Nous terminerons cette étude des quadriques homofocales en démon- 
trant quelques propriétés qui mettront bien en évidence les analogies qui 
existent entre les focales d'une quadrique et les foyers d'une conique. 

Pour rendre cette comparaison plus facile à saisir, nous énoncerons d'abord 
la propriété relative aux coniques, puis nous démontrerons la propriété cor- 
respondante des quadriques. 

n 24 
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Théorème. — Let tangentes menées d*un point P à une famille de coniqm 
homo focales ont pour bissectrices les normales aux deux coniques de la famille 
qui passent par le point P. 

Théorème correspondant. — !• Les cônes de même sommet P{x^,y^, :,) cir- 
conscrits à une famille de quadriques homo focales ont pour axes de tymélrie 
les normales aux trois quadriques de cette famille qui passent par. If- point P ; 
2* ces cônes sont homo focaux; 3* leurs lignes focales sont les couples de droilet 
suivant lesquelles les quadriques de la famille qui passent par le point Ptont 
coupées par les plans qui les touchent au point P. 

!• Soit 

réquation d^une famille de quadriques homofocales. 

Posons 

• I • 

X y z 

h= l- + --liî_j 2 1 



K — u ' B — M ' C— m' 

l'équation du cône circonscrit à Tune des quadriques et qui a pour sommet 
le point P, sera 

h(--^+J^ + -^ — A-.(R-i)«=o. 

\A — M ' B — a C — tt J 

Désignons par a, p. y les paramètres qui définissent une direction princi- 
pale de ce cône ; pour les déterminer, il faut d'abord former l'équation en S 
relative au cône. Pour cela, on pourra éliminer a, p^ y» ^ entre les équations 



(ï^-) 



^0 

a = r 



A — M 

On obtient un résultat plus simple, en remplaçant Fôquition (13) psr '^" 
quation 

(14) -S(ax.+ Py« + T^o) = r, 

obtenue en ajoutant les équations (12) et (13) après avoir multiplié les trois 
premières respectivement par ar^, j/o» -o ®1 ^^ quatrième par — A. 
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Des équaliûns (12) on (ire 

en portant ces valeurs dans Téquaiion (14) on a, pour déterminer l'inconnae 
auxiliaire S, l'équation. 

t f 1 

X y z 

(15) ^4.^L_+_.L_^ = t 

A_„_- U-«-- 0-U-- 



qaî devient 

(16) — -^-J ^^ -I î^ = l 






en posant 






Aux racines p, p,, p« de l'équation (16) correspondent les trois qaadriqués 
de ta fbmiUa qui passent par le point P. 

D'un autre côté, si Ton considère en particulier la racine p, les para- 
mètres a, p, 7 qui définissent la direction principale correspondante dans le 
cône circonscrit, sont proportionnels aux quantités 



^0 y» ^0 



A — p' B — p' U — p* 

c'esl-à-dire aux cosinus directeurs de la normale menée par le point P à la 
quadrique dont le paramètre est p. 

La première partie du théorème est donc démontrée. 

2* Si l'on désigne par S, S^, S, les racines de l'équation (15), Téquation 
du cône circonscrit rapporté à ses axes de symétrie sera 



SX» + S,Y« + S,Z*=:0, 



ou bien 



X* , Y* . Z* 

(17) =0; 

p-w p,-« ' p, — « 



car 



s=JL_ s. = -A^ s. 



p— W p, — U p, — tf 

On aura tous les c jnes circonscrits aux quadriques représentées par Téqua» 
tion (11) en faisant varier u ; la forme de l'équation (17) montre que tous ces 
cônes sont homofocaux. 

3* Considérons en particulier les quadriques do la famille qui passent par 
le point P, la quadriquo p par exemple ; lo plan qui la touche au point P sera 
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un plan principal pour tous les cônes ayant leur sommet au point P et cir- 
conscrits aux quadriques de la famille. Désignons par PF, PF' les focales de 
ces cônes situées dans ce plan principal. 

Pour la quadrique particulière p le cône circonscrit se réduira à uo pian 
double confondu avec ce plan principui, ou plutôt avec hi portion de ce plan 
principal limitée par les droites PF, PF'. 

De cette remarque il résulte qu'un plan quelconque passant par Tane de ces 
droites est tangent à ce cône particulier et par suite à la quadrique p, puisque 
le cône lui est circonscrit. 

Tout plan passant par les droites PF, PF' touchant la quadrique p, ces 
droites coïncident avec celles suivant lesquelles la surface est coupée par 
le plap qui la touche au point P. 

Les focales réelles des cônes circonscrits sont situées sur Thyperboloïde à 
une nappe p, de la famille, qui passe par le point P. 

273. Considérons deux quadriques homofocales >., ^i et une droile D lou- 
chant la première au point P ; cette droile sera dans Tun des plans princi- 
paux du cône C ayant pour sommet le point P et circonscrit à la quadrique |l. 

Maintenant il est facile de vérifier que les plans tangents à un cône du 
second ordi*e qui se coupent suivant une droite située dans un plan principai, 
sont également Inclinés sur ce plan principal. 

On a donc le théorème suivant : 

Théorème. — Si par une tangente en un point quelconque d'une quairiqueï 
OH mène deux plans tangents à une deuxième quadrique (i. homofocale à la pre- 
mière ; ils seront également inclinés sur le plan tangent à la première qus- 
drique, mené par sa tangente. 

Cette proposition correspond à la propriété suivante des coniques. 

Théorème. — Les tangentes menées d*un point P dune coniqus à une 
deuxiètne conique homofocale à la première sont également inclinées sur la 
tangente menée par le point P à cette première conique. 

274. On peut remplacer la quadrique p. par une des focales de la quadrique); 
on a alors le théorème suivant : 

Théorème. — Si par une tangente en un point quelconque d'une quadrique 
on mène deux plans tangents à l'une des focales, ils seront également iaeliurt 
sur le plan tangent à la quadrique, mené par sa tangente. 

Cette propriété est analogue à celle qui concerne les angles qu'une tan- 
gente à une conique fait avec les rayons vecteurs du point de contact. 

275. Remarque. — Les propriétés des cônes de même sommet circonscrits 
à une famille de quadriques homofocales ont une grande importance ; nous 
allons en signaler quelques conséquences. 

!• Dans une famille de quadriques homofocales, il y en a deux qui teuekeai 
une droite donnée D ; les plans tangents à ces surfaces en leur point de coniaet 
avec la droite sont rectangulaires. 
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En effel, lès cônes circonscrits à cette famille de quadriques et dont le som- 
met est en un point P de la droite D sont homofocaux. Maintenant l'équation 

Y* v« /» 



p— Il p.— » p. — M 

de ces cônes rapportés à leurs axes principaux montre que deux d*entre 
eux seulement passent par la droite D ; donc deux quadriques de la fomille 
touchent la droite D. 

Si a, a! sont les points de contact, les plans touchant respectivement les 
deux quadriques en ces points toucheront les odnes circonscrits corres- 
pondants ; ils sont donc perpendiculaires entre eux, puisque les deux cônes 
sont homofocaux. 

â* Les axes de symétrie de la section d*une qwidrique par un plan diamé- 
tral sont parallèles aux normales aux deux surfaces homo focales à la proposée 
qui passent par Vune des extrémités P du diamètre conjugué du plan sécant. 

Soient p„ p, les quadriques homofocales à la quadrique donnée p et qui 
passent par le point P. Les normales menées par ce point aux quadriques 
p„ p, sont dans le plan Q qui touche au même point la quadrique p ; de plus, 
elles sont deux axes de symétrie des cônes dont le sommet est en P et qui 
sont circonscrits aux quadriques homofocales avec p. 

Parmi ces cônes, celui qui est circonscrit à la quadrique p se réduit à 
Tune des portions du plan Q limitées par les deux focales PF, PF' des cônes 
circonscrite, situées dans le plan Q. Les deux normales aux quadriques p,,pt 
sont donc les axes de symétrie de la conique formée par les droites l'F, 
PF', et par suite parallèles aux axes de toutes les coniques, intersection de 
la quadrique p par des plans parallèles au plan Q. 

276. 11 est facile d'obtenir les longueurs des axes de la section faite dans 
la quadrique p par le plan diamétral parallèle au plan Q. 
Soit 



A — p ' B — p * G 

réquatiou de la quadrique p; en appelant 2r la longueur du diamètre de 
celte surface faisant avec ses axes de symétrie les angles oc, p, y, on aura 

1 ces* a cos*^ cos*7 



r* 



+ 



A — p"^B — p' G— p 



Les longueurs cherchées sont celles des diamètres faisant avec les axes de 
symétrie des cosinus ayant pour expressions 

Pt Ti " Pi 7T 



A — p, D — Pi »- — p4 

et 

^« I — T P* û — 7 P* mrr ' 

A -- Pt o — p« ^ — ?* 
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{x^, y,. Zt) dësignanl les coordonnées de Tune des exlréinilés du diamèlrc 
conjugué du plan sécant. 
La longueur d'un des axes de la section satisfait donc à la relation 

' . r «: 1 y' I *? 1 

r;~'^'L(A-f>) (A -(>,)• ^(B-p)(B-p,)«^(C-p)(C-p,)«J 
Maintenant on a (i7l) 

_fL_4 y: , *■ ^ ^ 
(A-p,)«M«-p.)''^(c-p.)' p; 

*« 1 Jm • ^» _n- 

-77: r—r. : \-7r. — r: : — "» 



(A-p)iA-p.) (B-p)lli-pJ (G-p)iC-p,) 

la dernière relation exprime que les quadriques p, p, se coupent à angle 
droit. 
De ces deux relations on lire, par soustraction. 



(A-p)(A-p.)« ^(U-p)(B-pJ* ^(C-p)(C-p,)« (p,-p^rr 
donc 

et de même 

r=p —p. 

277. Revenons maintenant à la comparaison entre les propriétés des foyers 
d'une conique et celles des focales d'une quadrique. 

Théorème. — Le produit des distances des foyers d'une conique è ses 
tangentes est constant. 

Menons par les foyers de la conique deux droites parallèles à une tangeDt«, 
el regardons-les comme des tangentes à la conique ayant pour grand axe la 
dislance des deux foyers et dont le polit axe est nul ; nous serons condail^ 
à la propriété suivante des quadriqucs. 

Théorème correspondant. — Pour chaque plan tangent à une quadrique 
le produit de ses distances aux deux points dune des focales de la surface, 
pour lesquels les tangentes à cette courbe $ont parallèles à ce plan, est cons- 
tant. 

Soit 

...« f,* «I 

A — >.^B — *A^ G — X 

réquation de la quadrique donnée ; celles de la focale située dans le plan loff, 
par exemple, seront 
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Les plans parallèles Q, R dont les équations sont 
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toucheront le premier la quadrique, et le second la focale en un point f. 

Les tangentes à la focale au 
point f et au point diamétralement 
opposé /"' seront parallèles au plan Q. 

Désignons par 8, 5' les distances n 
du centre de la quadrique aux 
plans Q, R et par d, d' les distances 
des points f, f au plan Q ; nous 
aurons 



5* = Aa* + Dfi' + CT* — > 



et 



^' 



ô« = Ax* + BP« + Ct* — C, 




d'où 



Fig. S5. 



^1 



ô* — Ô * = C — X. 



Mainlenanl on a 



6 = 



d + d' 



6' = 



d'^d 



et la relation précédente devient 



d(f = C — A. 



278. Théorème. — Le sommet d'Hit angle droit dont un côté glisse sur une 
conique et dont Vautre côté passe par un foyer, engendre la circonférence du 
cercle décrit sur le grand axe comme diamètre. 

Théorème correspondant. — Le sommet d'un angle trièdre trirectangle dont 
une des faces glisse sur une quadrique et dont les deux autres faces glissent 
respectivement sur les deux focales réelles de cette surface^ ettgendre la sphère 
décrite sur le grand axe comme diamètre. 



Soit toujours 



X* y* z* 



A — X ' R — X • C — X 



l'équation de la quadrique donnée ; celles des trois plans touchant respec- 
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tivenn^ftt cette quadrique et les deux focales réeUeis seront 



«t«+p.y+T,«=\/Aa;+Bp;+CT;-c. 

• 

Ajoutons ces trois équations après les avoir élevées au carré, et tenons 
compte des relations qui résultent de ce que les trois plans sont perpendi- 
culaires deux à deux, nous obtiendrons Téquation 

x* + y* + z* = A-\ 

qui représente la sphère décrite sur le grand axe de la quadrique comme 
diamètre. 



CHAPITRE V 



FieVRES POLAIRES RÉCIPROQUES. 



279. Étant données une qaadrique D et une surface £ ; le lieu des pôles 
par rapport à D, des plans tangents à la surface S sera une certaine sur- 
face £'. ' 

Réciproquement, les points de la surface £ sont les pdles des plans tan- 
gents à la surface X', par rapport à la même quadrique D. 

Soient en effet a', f, c' trois points de la surface £' ; leurs plans po- 
laires A, B, C, par rapport à la quadrique D, sont tangents à la surface £, 
et le point de rencontre I de ces plans tangents est le pôle du plan a'b'c'. 

Quand les points à', c' viennent se confondre avec le point a', le plan a'^'e' 
a pour limite le plan P' qui touche £' au point a' ; en m^me temps, le 
point I tend vers le point p, où le plan A touche la surface £. 

Il résulte de là que le point p est le pôle, par rapport à la quadrique D, 
du plan tangent P à la surfoce £'. 

Les surfaces S, 21', dont chacune est à la fois le lieu des pôles des plans 
tangents de l'autre, et Tenveloppe des plans polaires des points de Tautre, 
par rapport h la quadrique D, sont dites polaires réciproques, 

Séflnition. — On dit qu*une surface est de la classe m, quand on peut lui 
mener m plans tangents passant par «ne droite donnée. 

Théorème. — Deux surfaces polaires réciproques S, £' sont telles que 
tordre de chacune déciles est égal à la classe de Vautre, 

En effet, aux m points où une droite A rencontre la surface £ correspon- 
dent m plans tangents à la surface £', passant par la droite A' conjuguée 
de A ; la surface S étant d*ordre m, la surface £' est de la classe m et in- 
versement. 

Corollaire. — La polaire réciproque d'une quadrique est «ne quadrique. 

280. Les figures polaires réciproques jouissent d*un grand nombre de 
propriétés ; nous allons faire connaître les principales. 

1* A «ne droite correspond une droite. 

2* A des plans passant par un même point p correspondent des points situés 
dans «n même plan^ le plan polaire du point p. 

S* A des points situés dans «n même plan P correspondent des plans pas- 
sant par «n même point, le pôle du plan P. 
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k* À des plans passant par une même droite A correspondent des poinu 
situés sur la droite A' conjuguée de A. 

5* A des points situés sur une droite A correspondent des plans pattantpar 
la droite A' conjuguée de A. 

U* A une courbe quelconque C correspond une surface développable, enveloppe 
des plans polaires des points de la courbe C 

Remarque. — Quand la courbe C est plane, la surface enveloppe nt un 
cane ayant pour sommet le pôle du plan de la courbe C. 

Réciproquement, à un cône correspond une courbe plane située danslepkH 
polaire du sommet du cône. 

7* A deux surfaces II, 1', se coupant suivant une courbe plane^ corretpoHient 
deux surfaces II , ll\ inscrites dans le côtie qui correspond à la courbe plane 
commune. 

H* A une surface réglée correspond une surface réglée, 

281. La théorie des polaires réciproques permet, quand on a trouvé une 
propriété d'une surface, d'en déduire immédiatement, pour la surface corres- 
pondante, une autre propriété qui est dite corrélative de la première. 

Ainsi, par exemple, les théorèmes I, II, III démontrés au paragraphe âU 
donnent lieu aux propriétés suivantes. 

Théorème. — On peut construire une quadrique et une seule tangente à 
neuf plans; le problème a une infinité de solutions si ces neuf plans sont tan- 
gents à deux quadriques données. 

Théorème. ^11 y a une infinité de quadriques touchant huit plans dcnués ; 
toutes les quadriques sont inscrites dans une même surface déueloppable cir- 
conscrite à deux quadriques. 

Théorème. — Toutes les quadriques touchant sept plans donnés, tonekent 
un huitième plan fixe. 

282. — Dans tout ce qui suit, nous supposerons que la quadrique direc- 
trice est une sphère de rayon R, dont nous désij^nerous le centre par 0. 

On a alors les propriétés suivantes : 

!• Les distances du centre à un point p' et au plan correspondant P sont 
réciproques. 

2* L'angle de deux plans P, Q d'une figure S est égal à Vangle tous Uqnel 
on voit, du point 0, les pôles p\ q' de ces plans. 

3* Les distances de deux points p, q au centre sont proportionnelles aut 
distances de chacun de ces points au plan polaire de Vautre. 

Les démonstrations de ces propriétés sont les racmes que celles des pro- 
priétés analogues de la Géométrie plane (G. P. â56). 

Théorème. — La polaire réciproque d'une sphère 2, par rapport aune 
sphère D, est une qu idrique de révolution engendrée par une conique toumast 
autour de son axe focal; le centre de la sphère D eM un foyer de cette 
conique, et le plan engendré par sa directrice est le plan polaire, par rapport 
à 0, du centre de la sphère ^. 
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Cela résulte du théorème relatif à la polaire d'ua cercle par rapport à un 
cercle démontré en Géométrie plane (G. P. 256). 

On peut ajouter que la quadrique de révolution, polaire réciproque de X, 
est un ellipsoïde, un paraboloïde elliptique ou un byperboloïde à deux nappes, 
suivant que le centre de la sphère D est intérieur à la sphère S, sur CjStte 
sphère ou à l'extérieur. 

Corollaire. — Dm sphère» concentriques ont pour polaires réciproques des 
quadriques de révolution ayant un foyer commun, les directrices des méri- 
diennes qui correspondent à ce foyer étant aussi dans un même plan. 

Du théorème précédent il résulte qu'aux propriétés de la sphère corres' 
pondent des propriétés des quadriques engendrées par la révolution d'une 
conique autour de son axe focal. 

Eiemple. — Théorème. — Vn trièdre de grandeur constante se déplace 
de manière que ses faces restent tangentes retpectivement à trois sphères 
concentriques : 1* le sommet décrit une sphère concentrique aux sphèret don- 
nées; 2* le plan passant par les points de contact des faces et des sphères 
roule sur une sphère qui leur est également concentrique. 

Théorème corrélatif. — Etant données trois quadriques de révolution en- 
gendrées par la révolution autour de l'axe focal, de trois coniques ayant en 
commun un foyer F et la directrice correspondante L) ; un angle trièdre de 
grandeur constante tourne autour de son sommet placé au foyer commun F : 
1* le plan passant par let points à^ intersection respectifs des trois arêtes du 
trièdre mobile avec les quadriques roule sur une quadrique de révolution ^^, 
i« le point de concours des plans tangents en ces points, aux trois quadriques, 
décrit une quadrique de révolution 1,. 

Les coniques qui en tournant autour de leur axe focal engendrent les qua- 
driques S, £| ont pour foyer le point F et pour directrice correspondante la 
droite D. 

283. Théorème. — La polaire réciproque £' d^une quadrique ^1, par rapport 
à une sphère ayant pour centre un des foyers de la surface est une qua- 
drique de révolution; l'axe de révolution est la droite conjuguée, par rapport 
à la sphère, de la directrice O qui correspond à ce foyer. 

Soient en effet m un point quelconque de la quadrique ]!l, et ma, mb ses 
distances aux plans cycliques P, R qui passent par la directrice D, on 
aura 

'i) Om* = ^ma.mb. 

Au point m correspond un plan M tangent à la quadrique 21'. 
Soient p, r les pôles des plans P, H par rapport à la sphère directrice 
et pp\ rr' les dislances de ces points au plan M, on aura (282) 

Om ^ ma m _ mb 
^P ~~ PP' Or ~ rr' 
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d'où 

_ Ow ma.mb 

(2) = . 

Op.Or pp'.rr' 
En tenant compte de la relation (1), la dernière relation prend la forme 

pp'.rr' = — - — • 
V- 

Le produit des distances des points jo, r aux plans tangents de la sur- 
face S' ayant une valeur constante, cette surface est de révolution autour 
de la droite pr. De plus, cette droite joignant les pôles des plans F, R par 
rapport à la sphère directrice, est conjuguée, par rapport à cette sphère, de 
la droite d'intersection de ces deux plans, c'est-à-dire de la directrice D. 

Quand le foyer est de première espèce, les plans P, R sont r^f /«.ainsi 
que leurs pôles p, r ; la quadrique £' est de révolution autour de Vaxe focal 
d^une section méridienne. 

Quand le foyer O est de deuxième espèce, les plans P, R sont imaginaires 
conjugués ainsi que leurs pôles p, r ; la quadrique 21'estde révolution wlour 
de Vaxe non focal d'une section méridienne. 

Réciproquement, la polaire réciproque d'une quadrique de révolution I', 
par rapport à une sphère de centre 0, est une quadrique quelconque £ ; le 
point est un foyer de la quadrique S, et la directrice correspondante est 
la conjuguée^ par rapport à la sp/ière^ de Vaxe de révolution de la quû- 
drique S'. 

Soient en effet p, r les foyers réels ou imaginaires d*une section méridienne 
de la surface £', situés sur Vaxe de révolution. Si pp\ rr* sont les dislances 
de ces foyers à un plan tangent M de la surface £', on aura la relation 

pp'.rr' = h^ 

h étant une constante. 

Cette relation associée à la relation (2), dans laquelle m est le pôle du 
plan M par rapport à la sphère et ma, mb les dislances de ce point m aux 
plans polaires P, R des foyers p, r par rapport à cette même sphère, donne 
l'égalité (1). 

La réciproque est donc démontrée. 

Remarque. — Une partie du théorème précédent est une conséquence de la 
propriété suivante qui est souvent utile dans les applications de la théorie 
des figures polaires réciproques. 

Théorème. — Le cône des directions asymptotiques dfune quadrique ï.\ 
polaire réciproque d'une quadrique £ par rapport à une sphère de centre 0, 
est le cône C supplémentaire du cône C qui a son sommet en et qui ett cir- 
conscrit à la surface S. 

En effet, les pôles des plans tangents au cône C sont à rinfint sur les 
diamètres de la sphère directrice, perpendiculaires à ces plans tangents. 



r 
I 



FIGURES POLAIRES RÉCIPROQUES 381 

Pour que la quadrique S' soit de révolution, il faut et il suffit que le 
cône C et par suite le cône C soient de révolution ; le point O doit donc elre 
un foyer de la quadrique S. 

284. Du théorème démontré au paragraphe précédent et de sa réciproque 
il résulte que, des propriétés d*une quadrique de révolution, on peut déduire 
des propriétés d*une quadrique quelconque, relatives à un foyer. 

Ex«mple.— Théorème. — L^ cône C eirconserit à une quadrique de révolu- 
tion H ei dont le commet a est $ur l'axe, est lui-même de révolution ; se» plans 
tangents font des angles égaux avec le plan P de la courbe de contact ; enfin 
le plan de cette courbe est perpendiculaire à Vaxe de révolution. 

Théorème corrélatif. — Le cône ayant pour sommet un foyer d'une 
quadrique £' et pour base une section dont le plan passe par la directrice 
correspondante D, est de révolution ; Vaxe est la droite joignant le foyer au 
pôle, par rapport à la quadrique, du plan de la section; il est perpendiculaire 
au plan qui passe par le foyer et la directrice correspondante. 

En effet, prenons la figure polaire réciproque de £ par rapport à une sphère 
de centre 0, nous obtiendrons une quadrique S' ayant pour foyer le point ; 
la directrice correspondante étant la droite D conjuguée de Taxe de révolu- 
tion ab de la surfieice S, par rapport à la sphère. 

Au cône C correspondra, sur la surface S', une courbe plane d située 
dans le plan polaire A', par rapport à la sphère, du sommet a de ce 
cône ; le point a étant sur Taxe de révolution ab, son plan polaire A' passera 
par la directrice D qui est conjuguée de ab» 

A la courbe do contact du cône C correspondra un cône circonscrit à la 
surface £', ayant pour sommet le pôle p, par rapport à la sphère, du plan P 
de cette courbe de contact, et pour base, la section &; le point p est donc le 
pôle du plan A' par rapport à £'. 

Maintenant le pôle, par rapport à la sphère, d'un plan M tangent au cône C 
est un point m de e'; l'angle du plan -M avec le planP restant constant quand 
le plan M roule sur le cône C, il en est de môme de l'angle mOp. Le cône 
qui a pour sommet le foyer et pour base la section & est donc bien de 
révolution autour de la droite Op joignant le foyer au pôle p, par rapport 
à la quadrique £', du plan de la section c'. 

Enfin les plans passant par l'axe ab ont leurs pôles, par rapport à la 
sphère, sur la directrice D ; comme ces plans sont perpendiculaires sur le 
plan P, les droites joignant le foyer aux différents points de D sont per- 
pendiculaires sur Op, et cette droite est perpendiculaire sur le plan passant 
par le foyer et la directrice D. 
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£XERCICE!«. 



1* Soienl C la section d'une quadrique par un plan P et M, M' les points 
où le diamètre conjugué du plan P rencontre celte quadrique ; démontrer 
qu*0Q peut déterminer la nature de la surface en étudiant la nature de la 
section C, celle des points M, M' et leur position par rapport au plan P. 

Cette méthode est surtout avantageuse quand on a à discuter une équation 
du second degré représentant des quadrtques variables mais ayant nue même 
section plane C. 

Application. — On donne une quadrique, un point A et un plan P; une 
transversale, tournant autour du point â, rencontre le plan en un point B; 
trouver le lieu des points M où la transversale est renconti*ée par le plan 
polaire du point B, par rapport à la quadrique. 

Le point À se déplaçant dans l'espace, disculor ce lieu qui est une qua- 
drique passant par le point A, par le pôle du plan P, par la section de ta 
quadrique donnée avec le plan P, enfin par la courbe de contact du cônj 
circonscrit à cette quadrique et dont le sommet est au point A. 

2* Les plans polaires d'un point donné par rapport aux quadriques uyant 
huit points communs, passent par une même droite. 

Corollaire. — Les plans diamétraux de ces quadriques, conjugués d'une 
direction donnée, passent par une même droite. (Lamé.) 

Les droites conjuguées d'une droite donnée par rapport aux mêmes qua- 
driques, engendrent un hyperboloïde à une nappe. 

Énoncer les propriétés corrélatives. 

3* Les plans polaires d'un point donné par rapport aux quadriques ayant 
sept points communs passent par un point fixe. 

Corollaire. — Les plans diamétraux de ces quadriques, conjugués d'une 
direction donnée, passent par un même point. (Lamé.) 

Énoncer les propriétés corrélatives. 

4* Une quadrique étant assujettie à passer par un point M et par deux 

ellipses données, non situées dans un même plan mais admettant une corde 

commune ; déterminer les régions de l'espace où se trouve le point M, quand 

.la quadrique est un ellipsoïde, un hyperboloïde à une nappe, un cône ou un 

hyperboloïde à deux nappes. 

5* Trouver le lieu des centres des quadriques de révolution passant par 
deux droites données ; trouver le lieu des axes de révolution de ces qua- 
driques. 

6* Lorsque deux quadriques passent par deux droites non situées dans un 
même plan, l'intersection de ces surfaces se compose de ces droites et de 
deux autres droites réelles ou imaginaires. 

7<* Trc^ver le lieu des pôles d'un plan P par rapport aux quadriques pas- 
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sant par les quatre côtés d'un quadrilatère gauche. — Lieu des centres de 
ces surfaces. 

8« Il existe un ellipsoïde touchant chacune des Taces d\m létracdro en 
leur centre de gravité ; le centre do la surface est au contre de gravité du 
tétraèdre. 

9* Il existe un ellipsoïde touchant les arêtes d'un tétraèdre en leur milieu ; 
le centre de la surfocc est au centre de gravité du tétraèdre. 

10* La somme des carrés des longueurs des axes d'une quadriquc à centre 
est égale à. la puissance du centre de la surface par rapport à ia sphère cir- 
conscrite à l'un quelconque de ses tétraèdres conjugués. (Painvin, Nouvelles 
Annales ; année 1860, pnge 290.) 

11" Le lieu des centres des quadriques tangentes à six plans, et dont les 
carrés des longueurs des axes conservent une somme constante est une 
sphère. (J. Mention, Nouvelles Annales^ année 1857, page 228.) 

12* Les normales menées par le point M aux trois quadriques homofocales 
à une quadrique donnée S, qui passent par co point, rencontrent l'un des 
plans principaux de cette qu<idrique en trois points qui sont les sommets 
d'un triangle conjugué par rapport à la focale située dans ce plan principal. 

13* Un cylindre étant circonscrit à une quadrique ; si, par l'une des focales 
de la surface, on fait passer un second cylindre ayant ses arêtes parallèles à 
celles du premier, les sections droites do ces deux cylindres sont des coni- 
ques homofocales. 

Corollaire. — Les projections orthogonales des doux focales réelles d'une 
quadrique sur un plan quelconque sont des coniques homofocales. 

14* Quand deux quadriques sont homofociales, de quelque point de l'espace 
qu'on les considère, leurs contours apparents semblent se couper à angle 
droit. 

15* Quand un ellipsoïde et un hyperboloïde sont homofocaux, les plans tan- 
gents à rellipsoïde parallèles aux plans asymptotes de l'hyperboloïde sont à 
la môme distance du centre commun des deux surfaces. 

16* Les pôles d'un plan, par rapport à des quadriques homofocales, sont 
situés sur une même droite perpendiculaire à ce plan. 

17* Les normales abaissées d'un point sur des quadriques homofocales sont 
sur un cône du second ordre. 

18* Si d'un point pris dans un des plans principaux on abaisse des nor- 
males sur des quadriques homofocales, toutes ces normales seront situées 
dans deux plans, dont l'un sera le plan principal, et l'autre sera perpendi- 
culaire à ce plan principal ; 

Les pomts d'incidence des normales situées dans le plan principal sont sur 
la focale à nœud de Quetelet ; > 

Les points d'incidence des normales situées dans le second plan sont sur 
une circonférence de cercle, qui a pour diamètre la perpendiculaire abaissée 
du point fixe sur la polaire de ce point par rapport à la focale située dans le 
plan principal où ce point est placé ; 

Enfin les plans tangents aux surfaces menées par les points d'incidence 
des premières normales enveloppent un cylindre parabolique ; et les plans 
tangentjs menés par les points d'incidence des autres normales passent tous 
par une même droite située dans le plan principal. 

19* Si Ton mène, à des quadriques homofocales, des normales parallèles à 
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une direction D, leurs points d'incidenco soqI sur une hyperbole éqnibtère 
dont une asymptole est parallèle à D. 

20* Si, par une droite D, on mène des plans tanganis à des quadriqoes 
homofocales. les normales à ces surfaces menées par leurs points de contact 
avec ces plans formeront un paraboloïde hyperbolique. 

Si la droite D est normale à Tune des surltaoes, U paraboloïde se réduira à 
une conique. 

Si la droite D est située dans un des plans principaux des surfaces, les 
points de contact des plans tangents menés jpar cette droite seront sur une 
circonférence de cercle. 

2i* Étant donnés trois cônes du second ordre homofocaux représentés par 
les équations obtenues en remplaçant X successivement par p, p,, p, dans 
réqualion 



A — X'U — X'C — À 

pour qu*on puisse mener par un point de l'espace trois plans perpendicu- 
laires deux à deux et tangents respectivement aux trois cônes, il faut et il 
sufllt que l'on ait la relation 

A + B + G = p + p,+p.. 

Quand cette relation a lieu, le problème, pour chaque point de l'espace, 
admet une inQnité de solutions. 

22* Lieu des sommets des angles trièdres tri rectangles dont les faces sont 
respectivement tangentes à trois quadriques homofocales. 

Expliquer pourquoi, en mettant le problème en équation, on obtient autant 
d'équations que l'on a Introduit de paramètres arbitraires. 

23" Étant donnée une figure formée par un plan P et une droite D perpen- 
diculaire à ce plan, en un point M, trouver le lieu que décrit le point M 
quand cette figure se déplace de manière que le plan P touche une qua- 
drique S et que la droite D touche respectivement deu^t autres quadriques 
homofocales à la précédente. 

Cas où les deux dernières quadriques sont les focales réelles de la qoa- 
drique S. Déduire de ce cas particulier les corollaires suivants : 

Corollaire I. — Le lieu des pieds des perpendiculaires menées aux plans 
tangents d'une quadrique de manière que ces perpendiculaires rencontrent les 
deux focales réelles, est la sphère décrite sur le grand axe de la quadrique 
comme diamètre. 

Corollaire U. — Le lieu des points d'intersection des projections orthogo- 
nales des deux focales réelles d'une quadrique sur les plans tangents est la 
sphère décrite sur le grand axe de la quadrique comme diamètre. 

84* Démontrer qu'il existe trois séries de sphères doublement tangentes à 
un ellipsoïde ; leurs centres sont situés respectivement dans les plans prin- 
cipaux. 

Trouver les conditions nécessaires et suffisantes pour que ces sphères soient 
réelles ; pour que deux sphères de deux séries différentes coïncident. 

Parmi les sphères doublement tangentes à l'ellipsoïde, celles qui loucbeni 
la surface aux ombilics sont appelées sphères focales. 
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La somme ou la différence des tangentes menées d*an point de l'ellipsoïde 
à deux sphères focales est constante pour tous les points de Tinlersection 
de relUpsoïde par une quadrique homofocale. 

Les plans tangents à l'ellipsoïde eu tous las points de la même courbe d'in- 
tersection coupent les deux sphères focales sous des angles dont la somme 
ou la différence est constante. 

âd" Si deux surfaces 22, S^ sont polaires réciproques par rapport à une 

sphère de centre 0, leurs apsidal^s S', S relatives au point sont polaires 

réciproques par rapport à la môme sphère. 

Déduire de là que la surface des ondes relatives à rellipsoïde dont Téqua- 
iion est 

a?" y* z* 

a pour équation, en coordonnées tangentielles, 

= 0. 



M* . V* . W* 



a*/*— l "'"^^ — !"*"(?*/* — 1 
On a posé 

et un plan tangent à la surface des ondes a une équation do la forme 

ux-{-vy-\-wz-\-i = ^, 
36" La surface des ondes qui correspond à reliipsoidc dont l'équation est 

X* u* 5' 

— -I- — 4- — = 1 

est sa propre polaire réciproque par rapport aux quadrîques représentées par 
l'équation 

X* y* z* 

PRINCIPAUX SUJETS DE COMPOSITIONS 
PROPOSÉS DANS LES CONCOURS. 

École Polytechnique. 
1855. Trouver les droites situées sur la surface qui a pour équation 

^ + y* + 3' = fl' ; 

étudier les sections faites dans cette surface par des plans passant par l'une 
de ces droites. 

II 25 
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i856. Discuter l'équation 

p* = a + ^sinco -|"Csin*a), 
quand on fkît varier les paramètres a, b^ c. 
1858. Déterminer les diverses surfaces que peut représenter l'équatioa 
aî« + {2m«+l)(y« + a;*) — 2(y« + «ic + «y) = 2m« — 3m+l, 

lorsque le paramètre m varie de — oo à -|- <3o • « 

1860. On donne une parabole P ; soient A et B deux points mobiles sur 
cette courbe, mais tels que les normales en A et en B se coupent en un 
point C de la parabole P. Trouver le lieu des points M, intersecUon de la 
corde AB avec la tangente à la parabole au point C. 

1861. Déterminer les diverses surfaces représentées par Téquation 

a{x* + 2yz) + b{y* + ^zx) + cis* + ^xy) = i 

lorsque les paramètres a, b, c varient de — ao & -|- oo . — Exprimer que ces 
surfaces sont de révolution. 

1862. Trouver le lieu des centres des surfaces représentées par Téqualion 

a^ + y* — z* + 2pxz-\'2qyz — iax—^by + ^ez = 0\ 

1* Lorsque p et g varient de toutes les manières possibles ; 2* lorsque p 
et q varient de manière à ce que l'équation donnée représente un côno. Dis- 
tinguer la partie du lieu qui correspond à des hyperboloïdes à une nappe de 
celle qui correspond à des hyperboloïdes à deux nappes. 

1863. On donne sur un plan deux circonférences do cercle 0, 0' ; d'an 
point A pris sur on mène des tangentes à 0' et Ton joint les points de 
contact obtenus. Cette droite coupe au point M la tangente au point A du 
cercle ; trouver le lieu décrit par le point M. 

Examiner les dififérentos formes de ce lieu selon la grandeur et la position 
relatives des cercles et 0' ; indiquer le cas oîi il se décompose. Faire voir 
que le lieu des points M est tangent à la circonférence du cercle Û en chacun 
des points qui lui sont communs avec cette circonférence. 

1864. On considère le cercle qui a pour équation 

et la parabole qui est représentée par Téquation 

3a«+p» — 1 



(14:r — ay)* + 2aa: + 2py = 



a* 



i 



l- 
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OÙ a et p désignent des paramètres variables. On propose d'indiquer les 
régions du plan où doit se trouver le point P (a, p) pour que les deux 
courbes aient successivement : 1* quatre points communs réels; 2* quatre 
points communs imaginaires ; 8* deux points réels et deux points imagi- 
naires communs. 
On construira les courbes qui séparent les différentes régions. 

1865. On donne dans un plan une parabole P et l'on considère une circon- 
férence de cercle C passant par le foyer de P. On propose d'indiquer les 
régions du plan où doit se trouver le centre du cercle C, pour que sa cir- 
conférence ait successivement avec la parabole P : 1* quatre points com- l 
muns réels ; 2* quatre points communs imaginaires ; S* deux points réels et ] 
deux points imaginaires communs. On étudiera la forme et les propriétés 

de la courbe qui sépare ces différentes régions. 

1866. On considère la parabole et Thyperboleéquilatère qui correspondent, 
respectivement, aux équations 

y* — 2px = a;y — m" = 0. 

On propose : 1* de former l'équation ayant pour racines les abscisses ou 
les ordonnées des points d'incidence des normales communes à ces deux 
courbes ; 

2* De déduire de cette équation que le nombre des normales communes 
réelles est au moins égal à un et au plus égal à trois ; 

S* De démontrer qu'en supposant 

7p*>2mS 

il n'y a qu'une normale commune réelle. 

1867. Étant donnés un triangle AOB rectangle en et une droite D située 
dans le plan de ce triangle, on propose : 1* de former l'équation générale 
des hyperboles équilatères circonscrites au triangle AOB ; 2* de trouver 
l'équation du lieu L des points où ces différentes hyperboles ont pour tan- 
gentes des droites parallèles à D ; 3* d'examiner les différentes formes du 
lieu L* qui correspondent aux directions diverses de la droite D. 

1868. Soient deux paraboles P^, P, ayant toutes deux pour foyer le point 
fixe O el, pour axes respectifs, les droites fixes OX, OY, droites que l'on 
suppose rectangulaires. On mène à ces paraboles une tangente commune 
dont les points de contact sont M, , M, ; trouver le lieu décrit par le milieu 
de M|M,, sachant que la tangente commune passe par un point fixe. 

1869. On donne un triangle rectangle isoscèle AOB et l'on demande : 
!• réquation générale des paraboles P tangentes aux trois côtés du triangle 
AOB ; 2* l'équation de l'axe de l'une quelconque de ces paraboles ; 3* l'oqua- 
lion et la forme du lieu des projections du point 0, sommet de Fangte droit 
AOB, sur les axes des paraboles P. 

1872. On donne deux axes de coordonnées rectangulaires et deux droites 
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A, B respectivement parallèles à ces axes, et l'on demande : 1* de former 
l'équation générale des coniques qui ont pour centre l'origine et qui admet- 
tent comme normales les droites données A, B; 2* de démontrer que,^par 
un point du plan, il passe en général trois de ces courbes, à savoir : deux 
ellipses et une hyperbole ; 3* de faire connaître les points du plan pour les- 
quels cette règle générale souffre une exception. 

1873. On donne un cercle et un point A, et l'on demande le lieu des 
centres des hyperboles équilatères assujetties à passer par le point donné et 
a toucher en deux points le cercle donné. 

On discutera la courbe obtenue pour les différentes positions du point A, 
et l'on démontrera que, dans le cas général, les points de contact des tan- 
gentes qu'on peut mener au lieu par le point A sont situés sur une circon- 
férence de cercle. 

1874. Étant donné un triangle, on sait que, par un point M de son plan, 
il passe, en général, deux paraboles circonscrites au triangle. 

Cela posé, on demande de construire et de discuter le lieu du point M 
pour lequel les axes des deux paraboles correspondantes forment entre eux 
un angle donné. 

1875. Trouver le lieu géométrique de l'intersection des deux normales me- 
nées à la parabole aux deux extrémités de toutes les cordes dont les projec- 
tions orthogonales sur une perpendiculaire à l'axe ont la même grandeur 2/. 

Que devient le lieu, quand on fait tendre l vers zéro. 

Revenant au cas général, on propose de déterminer les ordonnées des 
points d'incidence des normales menées à la parabole par un point du lieu. 
— Application aux points du lieu pour lesquels la tangente est parallèle à 
l'axe de la. parabole. 

1875 {Question retirée, sauf pour V Algérie). Une conique donnée de 
forme et de grandeur se déplace de manière que chacun des foyers resie 
sur une droite donnée. A cette conique, parallèlement à l'une des droites 
données, on mène une tangente ; trouver le lieu des points de contact. 

1876. On considère une hyperbole équilatère fixe et une inûnilé de cercles 
concentriques à cette courbe. 

A chacun des cercles on mène des tangentes qui soient en m^me temps 
normales à Thyperbole. On prend le milieu de la dislance qui Répare le 
point de contact avec le cercle variable du point d'incidence de la normale, 
sur l'hyperbole fixe. On demande le lieu géométrique de ces milieux. 

Si l'équation se présente sous une forme irrationnelle, on la rendra ration- 
nelle. 

En second lieu, on exprimera en fonction du rayon du cercle les coordon- 
nées du point d'incidence de la normale, en s'attachent à spécifier les soId' 
tiens réelles distinctes. 

1877. Soient— — — = 1 l'équation d'une hyperbole rapportée à ses axes; 

Ç, V} les coordonnées d'un point M du plan de l'hyperbole. Par le point M on 
mène, à la courbe, deux tangentes ; soient A et B les points de contact. 



1 
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Trouver l'équation du cercle passant par les points A, B et par le centre 
de l'hyperbole. 

Ce cercle rencontre l'hyperbole en deux points C, D distincts de A et de B; 
trouver Téquation de la droite CD. 

Trouver le lieu des projections du centre de l'hyperbole sur la droite CD, 
le point M décrivant une droite. 

1878. On donne une droite D dont l'équation, par rapport à deux axes 
oXf oy, est 

X u 

- + - = 1, 

p q 

et Ton cotisidère les différentes coniques qui, ayant pour axes les droites 
ox, Of/y sont normales à la droite D. 

Chacune d'elles rencontre cette droite en deux points, par lesquels on 
mène des tangentes à la conique. 

Trouver Téquation du lieu du point de rencontre de ces tangentes. 

Démontrer que ce lieu est une parabole et que la distance du foyer de 
cette parabole à son sommet est le quart de la distance du point o à la 
droite D. 

On construira géométriquement Taxe et le sommet de la parabole. 

1879. On donne une conique rapportée à ses axes et dont l'équation est 

et un point M sur cette courbe. Par les extrémités d'un diamètre quelconque 
de la conique et par le point M on fait passer un cercle. Prouver que le lieu 
décrit par le centre de ce cercle est une conique K passant par Je centre o 
do la conique donnée. 

Si autour de ce centre o on fait tourner deux droites rectangulaires, elles 
rencontrent la conique K en deux points ; prouver que le lieu des points de 
rencontre des tangentes menées en ces points à cette conique est la droite 
perpendiculaire au segment oM et passant par le milieu de ce segment. 

Par le point o on peut mener, indépendamment de la normale dont le point 
d'incidence est en o, trois autres normales à la conique K ; trouver Téquation 
du cercle circonscrit au triangle ayant pour sommets les points d'incidence 
de ces trois normales. 

Dans le cas particulier où la conique donnée est une hyperbole équilatère 
et où l'on a : a=l, à = — 1, montrer qu'une seule de ces trois normales 
est réelle, et calculer les coordonnées de son point dlncidence. 

4880. Soient M, N les points où l'axe des x rencontre le cercle ayant pour 
équation 

x* + y* = R*; 

Considérons une quelconque des hyperboles équilatèrcs qui passent par 
les points M et N, et soient A, B les points où le cercle rencontre la corde 
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de contact des tangentes menées d'un point Q de sa ciroonfércnce à celle 
hyperbole. 

Démontrer que, des deux droites QA, QD, l'une est parallèle à une direc- 
tion fixe et l'autre passe par un point Ûxe P. 

Le point P étant donne, l'hyperbole cquilalère correspondante qui pa<sc 
par les points M et N est déterminée. On construira géométriquement son 
centre, ses asymptotes et ses sommets. 

Le point P décrivant la droite y =Xi trouver le lieu des foyers de l'by- 
porbole. 

1881. 1* On considère une parabole P et une droite AB normale ou point A 
de cette courbe, qui se projette sur l'axe au foyer de la parabole. 

Trouver le lieu des sommets des sectioils faites dans le cylindre ayant la 
parabole P pour section droite, par des plans passant par AD. 

2* On donne une asymptote d'une hyperbole et un point P de la courbe. 
Sachant que Tun des foyers décrit la perpendiculaire menée du point P sur 
l'asymptote considérée, on demande le lieu du point M, intersection de la 
seconde asymptote avec la directrice qui correspond au foyer donné. 

1882. On donne deux cercles se coupant aux points A et D. Une conique 
passant par ces points et tangente aux deux cercles, rencontre l'hyperbole 
oquilalère qui a ces points pour sommets en deux autres points C et D. 

1* Démontrer que la droite CD passe par un des centres de similitude des 
deux cercles donnés. 

2* Si Ton considère toutes les coniques qui, passant par A et B, sont tan- 
gentes aux deux cercles, démontrer que le lieu de leurs centres se compose 
de deux circonférences de cercle E, F. 

3* Soit une conique satisfaisant à la question et ayant son centre sar Tune 
des circonférenoes de cercle £ ou F ; démontrer que les asymptotes de cette 
conique rencontrent la circonférence de ce cercle en deux points fixes situés 
sur Taxe radical des deux circonférences de cercle données. 

1883. On donne une parabole et une droite. Trouver le lieu dos points tels 
que les tangentes menées de chacun d'eux à la parabole forment avec It 
droite donnée un triangle do surface donnée. 

1884. On donne une conique ayant pour équation 

on joint un point M de cette conique aux deux foyers F et F'. 

1* On demande d'exprimer les coordonnées du centre du cercle hiscrit dans 
l'intérieur du triangle MFF', au moyen des coordonnées du point M. 

2* Dans le cas où la conique donnée est une ellipse, on démonlrcra que 
si l'on considère les cercles inscrits dans deux triangles correspondants d 
deux points M et M' de la conique, l'axe radical de ces deux cercles pas^e 
par le milieu du segment MM'. 

3* Pour chaque position du point M, le rayon vecteur I-'M touche le cercle 
correspondant en un point P : on déterminera, en coordonnées polaires, 
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réquation du lieu décrit par le point P. [On prendra le foyer F pour pôle et 
Vaxe des x pour axe polaire.) 

Nota. — Dans toutes ces questions, il est nécessaire de distinguer le cas 
où la conique donnée est une ellipse de celui où elle est une hyperbole. 

1885. Par les deux foyers d'une ellipse on fait passer une circonférence de 
cercle variable. 

1* A quelle condition doit satisfaire celte ellipse pour que la circonférence 
du cercle puisse la rencontrer en quatre points réels et dans quelle portion 
du petit axe doit-on placer le centre du cercle pour que les quatre points 
d'intersection soient réels. 

2* En chacun des points d'intersection on mène les tangentes à Tellipse ; 
trouver, quand le cercle varie, le lieu des sommets du quadrilatère formé par 
ces tangentes. 

3* Quel est le lieu des points d'intersection des côtés de ce quadrilatère avec 
ceux d'un autre quadrilatère symétrique du premier par rapport au centre de 
l'ellipse . 

4* On considère les tangentes communes au cercle et à l'ellipse ; trouver 
le lieu de leurs points de contact avec le cercle. 



ECOLE NORMALE SUPERIEURE. 



1842. On donne une ellipse ou une hyperbole dont AA' est l'axe focal. Par 
le sommet A le plus voisin du foyer F, on mène une droite quelconque ren- 
contrant la courbe au point C et on la prolonge d'une quantité CD telle que 

A T\ m 

le rapport — - soit constamment égal à -^ ; puis on tire les droites A'C, FD 
AG n 

qui se coupent au point M. Trouver le lieu décrit par le point M quand la 

droite AD tourne autour du sommet A. 

1847. On donne sur un plan un nombre quelconque dépeints A, B, C,... ; 
par une origine fixe prise arbitrairement dans ce plan, on mène des droites, 
sur chacune desquelles on prend une longueur OM inversement proportion- 
nelle à la racine carrée de la somme des carrés des distances des points 
donnés à la droite correspondante, on demande : 

1* Le lieu des points M ; 2* si l'on peut toujours, les points donnés restant 
fixes, choisir l'origine 0, do telle sorte que le lieu soit un cercle ; 3** examiner 
si le lieu est toujours une courbe fermée ; 4* oela étant, trouver où doit être 
placé le point O, les points donnés restant fixes, pour que l'aire du lieu soit 
maximum. 

1859. i* On donne dans un plan un nombre quelconque de points : trou- 
ver, parmi toutes les droites parallèles à une direction donnée et situées 
dans ce plan, celle dont la somme des carrés des distances aux points donnés 
est un minimum. 

2* La direction de la droite venant à varier et les points donnés restant les 
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mêmes, prouver qne la ligne qui remplit la condition de minimum énoncée 
plus haut passe par un point fixe. 

3* Combien, par un point donné du plan, pedt-on faire passer de lignes telles 
que la somme des carrés de leurs distances aux points donnés soit égale à 
un carré donné. 

4* Il peut arriver que les lignes qui satisfont à la question précédente soient 
imaginaires ; cela a lieu lorsque le point donné est dans Tintérieur d'une cer- 
taine courbe dont on demande l'équation. 

5<* On peut toujours, quel que soit le nombre des points donnés et de 
quelque manière qu'ils soient placés, les remplacer par trois autres, tels que 
la somme des carrés de leurs distances à une droite quelconque du plan soit 
proportionnelle à la somme des carrés des distances des points donnés à la 
même droite, ou, en d'autres termes, tels, que le rapport des deux sommes 
de carrés soit le même pour toutes les droites du plan. 

6* Les points définis dans la question précédente sont indéterminés ; trou- 
ver la courbe sur laquelle ils sont situés. 

7** Le triangle qui a ces trois points pour sommets a une surface constante. 

1881. D'un point P extérieur à une conique, on mène une sécante PAB. 
Aux points A, B oh elle rencontre la courbe, on mène des taugentes qui se 
coupent en M, et Ton projette le point M sur la droite AB ; trouver le lieu 
de ces projections. 

Prouver : 1' Que le lieu passe au point P : tangente en ce point ; 2* que le 
lieu est le même pour toutes les coniques homofocales ; 3* que le lieu peut 
être considéré comme le lieu des projections du point P sur certaines droites 
qui sont tangentes à une courbe dont on demande l'équation. 

1863. ' On considère les hyperboles équilatères tangentes à une droite 
fixe AB eu un point donné G et passant par un point D. D'un point P pris 
sur AB, on mène des tangentes à chacune de ces hyperboles et l'on demande 
le lieu des points de contact. 

Déterminer la uature du lieu suivant la position du point D. 

1864. Étant donnés un triangle ABC et une droite D passant par le point A, 
il y a une infinité de coniques passant par les points A, D, C et tangentes 
à la droite AD. 

A chacune de ces courbes on mène des tangentes parallèles à AD ; trouver 
le lieu des points de contact. 

Ce lieu est une conique ; on demande la courbe décrite par ses foyers 
lorsque, les points A, B, C restant fixes, la droite AD tourne autour du 
point A. 

1866. Dans une ellipse donnée, on inscrit un parallélogramme ayant pour 
diagonales deux diamètres conjugués quelconques AA', BB'. Aux sommets 
de ce parallélogramme on mène les normales à l'ellipse ; ' elles forment un 
second parallélogramme MNM'N'. 

1* Démontrer que les diagonales de chacun des deux parallélogrammes 
ABA'B', MNM'N' sont respectivement perpendiculaires aux côtés de l'autre. 

2" Trouver le lieu des sommets du parallélogramme MNM'N' quand on 
fait varier les diamètres conjugues. 
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S* Trouver le liea du point dUntersection de la diagonale NN' et de la tan- 
gente en M au lieu précédest. 

1867. On donne deux droites rectangulaires AB, CD, et l'on considère les 
hyperboles ayant la droite AB pour asymptote et touchant la droite CD en 
un point fixe P. On demande : 

1* Le lieu des foyers de toutes ces hyperboles ; 2« le lieu du point de ren- 
contre de la seconde asymptote avec la perpendiculaire abaissée du point 
Ûxe sur la directrice; 3" le lieu des points d'intersection de la seconde 
asymptote avec la droite qui joint le foyer au point d'intersection des deux 
droites données. 

1868. On donne une ellipse et un point P situé dans le plan de la courbe. 
Déterminer le lieu des sommets des cônes qui ont l'ellipse pour directrice 
et dont l'un des trois axes de symétrie passe par le point P. 

1869. Étant donnés un rectangle et un point P dans son plan, on mène 
par le point P une droite quelconque PQ et l'on imagine les deux coniques 
qui passent par les sommets du rectangle et touchent la droite PQ. Soient 
E, Ë' les deux points de contact et M le milieu du segment EE' ; trouver le 
lieu décrit par le point M, quand on fait tourner la droite PQ autour du 
point P. 

On construira le lieu dans les hypothèses suivantes : le rectangle se réduit 
à un carré dont le côté est âa, et, si Ton prend pour axes de coordonnées 
les parallèles aux côtés du carré menées par sou centre, les coordonnées du 

point P sont ic = y = — . 

1870. Par l'axe transverse d'une hyperbole donnée, on mène un plan P 
faisant un angle a avec le plan de la courbe, puis, dans le plan P, une droite 
OZ perpendiculaire à cet axe transverse. 

Trouver l'équation de la surface de révolution décrite par la rotation de 
l'hyperbole autour de OZ. 

Construire la section méridienne de la surface, en supposant : 1<> l'hyperbole 
équilatère ; 2** la droite OZ menée par l'un des sommets de la courbe ; 
3* l'angle a égal à 45». 

1872. Par un point fixe A, pris sur une surface du second ordre donnée, 
on mène tous les plans qui coupent la surface suivant des courbes dont l'un 
des sommets est en A. 

1« Trouver le lieu de celui des axes de la section qui passe par le point A. 

2* Trouver le lieu du point où le diamètre conjugué du plan sécant, rela- 
tivement à la surface donnée, rencontre le plan tangent à cette surface au 
point A. 

3» Construire ce dernier lieu dans le cas où le plan tangent en A coupe la 
surface donnée suivant deux droites rectangulaires. 

1873. Étant donnés une ellipse A et un point P dans son plan, de ce point 
on mène des normales à l'ellipse et l'on considère la conique B qui passe 
par le point P et les pieds des quatre normales. 
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1" Trouver les coordonnées du centre de cette conique B et celles de ses 
foyers . 

^ Trouver le liou C du centre et le lieu D des foyers de la conique B, 
lorsque l'ellipse A varie de manière que ses foyers restent fixes. 

3* Trouver le lieu des points d'intersection du lieu D et de la droite OP 
lorsque le point P décrit un cercle de rayon donné et ayant pour centre le 
centre de l'ellipse A. 

1874. 1*" Par les trois sommets d'un triangle rectangle on fait passer des 
paraboles, auxquelles on mène des tangentes parallèles à l'hypoténuse du 
triangle donné : 1* On demande le lieu des points de contact. 

2" Le lieu cherché est une conique qui coupe chacune des paraboles en 
quatre points. On demande le lieu décrit par le centre de gravité du triangle 
formé par les sécantes communes qui ne passent pas par Torigine. 

1875. On considère une infinité d'ellipses semblables entre elles, ayant an 
sommet fixe et la mCme tangente en ce point ; on demande le lieu des 
pieds des normales menées, d'un point fixe P, à ces. ellipses. 

On construira le lieu dans le cas où OP est incliné à 45* sur la tangente 
fixe donnée et en supposant successivement que le rapport des axes des 

ellipses considérées est égal à V^ ou à 2. 

1876. On considère toutes les paraboles tangentes à deux droites rectan- 
gulaires oXy oy et telles que la droite PQ qui joint leurs points de contact P 
et Q avec ces deux droites passe par un point donné A. 

On demande : 1* Le lieu du point d'intersection de la normale en P à l'une 
de ces paraboles avec le diamètre de la même courbe passant en Q ; S* de 
déterminer le nombre des paraboles réelles qui passent par un point quel- 
conque du plan ; 4* l'équation du lieu des points de rencontre de deux para- 
boles satisfaisant aux conditions proposées et dont les axes font entre eux un 
angle donné. On construira ce lieu dans le cas oii l'angle donné est un angle 
de 45* et où le point A est sur la droite ox, 

1877. On considère toutes les coniques circonscrites à un triangle ABC 
rectangle au point A et telles que les tangentes en B et C à ces coniques 
aillent se couper sur la hauteur du triangle. On demande: 1* Le lien du 
point de concours des normales en B et C à ces coniques ; 2* le lieu du centre 
de CCS coniques : on distinguera les points du lieu qui sont des centres d'el- 
lipses de ceux qui sont des centres d'hyperboles ; 3* le lieu des pôles d'une 
droite quelconque D ; ce lieu est une conique. On considère toutes les droites D 
pour lesquelles cette conique est une parabole et l'on demande le lieu Ats 
projections du point A sur ces droites. 

1878. On donne une conique et deux points fixes A et B sur cette courbe. 
Une circonférence quelconque passant par les points A et B rencontre la 
conique en deux autres points variables C et 1) ; on mène les droites AC, BD 
qui se coupent eo M, les droites AD, BC qui se coupent en N. 

Déterminer : 1* Le lieu des points M et N ; 2* le liou des points de ren- 
contre de la droite MN avec la circonférence de cercle à laquelle elle corres- 
pond. 
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1879. Étant donné un tétraèdre OABC dcAni par Tangle trièdre et les 
longueurs 4a, 4^, 4c des trois arêtes OA, OB, OC: 

1* Démontrer que Tellipsoïde qui admet pour diamètres conjugués les trois 
droites qui joignent les milieux des arêtes opposées deux à deux, est tangent 
aux six arêtes du téti^aèdre. 

2* Trouver Tinterseclion de cet ellipsoïde et de Thyperboloïde engendré 
par une droite mobile qui 8*appuie sur trois droites menées, Tune par le 
milieu de Tarête OA parallèlement à OB, la deuxième par le milieu de 
l'arête OB parallèlement à OC, la troisième par le milieu de Tarête OC paral- 
lèlement à OA. 

3* Par chacun des points où la droite mobile perce la surface de Tellip- 
soïde on mène un plan parallèle au plan tangent à rdlipsoïde en Tautre 
point ; démontrer que ces deux plans passent par le centre de Tellipsoïde et 
trouver le lieu de rintersection des deux plans. 

1880. Étant donné un paraboloïde hyperbolique, on considère une généra- 
trice rectiligne A de cette surface et la génératrice B du même système qui 
lui est perpendiculaire. Par les points a, b où ces droites sont rencontrées 
par leur perpendiculaire commune passent deux génératrices rectilignes A' 
et B' de l'autre système ; soient a' et. b' les points où les deux droites A' 
et B' sont rencontrées par leur perpendiculaire commune. 

i" Trouver le lieu des points a et ^ et celui des points a' et b'y quand la 
droite A décrit le paraboloïde. 

2o Trouver le lieu des points de rencontre des droites A et B' ou A' et B. 

3* Calculer le rapport des longueurs ab et a'b' des perpendiculaires com- 
munes et étudier la variation de ces longueurs. 

1881. On considère la courbe qui a pour équation 27y* = 4x'. 

1* On demande la condition à laquelle doivent satisfaire les paramètres m 
et M pour que la droite y =imx -{-n soit tangente à cette courbe. 

^^ On demande le lieu dos points d'où l'on peut mener à la courbe proposée 
deux tangentes parallèles à deux diamètres conjugués de la conique repré- 
sentée par l'équation 

x^-{-y* + ^axy= B. 

3° Par un point A pris sur la courbe on^mène des sécantes qui la coupent 
en deux points variables M et M' ; on demande le lieu du milieu du seg- 
ment MM'. Discuter la forme de ce lieu et indiquer les arcs qui répondent à 
des sécantes pour lesquelles les points M, M' sont réels. 

1882. Soient un point fixe P ayant pour coordonnées a et ^ par rapport à 
deux axes rectangulaires ox^oy, et A, B les projections du point P sur ces 
deux axes. On considère les courbes du second ordre tangentes aux deux 
axes en ces points A et B ; du point P on mène à chacune de ces courbes 
deux normales variables PM, PM'. 

!• Trouver l'équation de la droite MM' qui joint les pieds des normales 
variables et démontrer que cette droite passe par un point fixe. 

i» Trouver l'équation do la courbe C lieu des points M et M'. Construire 
la courbe C, dans l'hypothèse a = 2^, au moyen de coordonnées polaires, le 
pôle étant au point o. 
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1883. On donne la cissoïde qui, rapportée à des axes rectangulaires, a 
pour équation 

Soient x', ^ les coordonnées d'un point M du plan. On propose de former: 
1* réquation du troisième degré qui a pour racines les coefQcients angulaires 
des droites qui Joignent l'origine o aux points de contact des trois tangentes 
à la cisAoïde issues du point M ; 2* Téquatlon du cercle qui passe par ces 
points de contact. 

Montrer que si les trois tangentes sont réelles le point M est intérieur aa 
cercle. 

On considère l'ensemble des cercles C^f^ dont chacun jouit de cotte pro- 
prfété, que les tangentes à la cissoïde, en trois des quatre points où ils la 
rencontrent, concourent en un même point ; soit M ce point pour le cercle Cj^ . 

On demande le lieu des centres des cercles G„ qui passent par un point 
donné P du plan, ainsi que le lieu des points M relatifs à ces cercles. On 
examinera en particulier le cas où le point P est situé sur la cissoïde et ne 
fait pas partie des trois points communs au cercle C,,^ et à la cissoïde, pour 
lesquels les tangentes concourent. 

Combien passe-t-il de cercles C,^ par deux points donnés P et Q du plan? 
Peut-on disposer de ces deux points de façon qu'ils appartiennent à une 
înflnité de cercles Cff^ ? 

1884. a et ^ désignant les coordonnées rectilignes rectangulaires d*un 
point M, quelle est, pour chaque position de ce point, la nature des racines 
de l'équation 

On construira en particulier le lieu des positions du point M puur lesquelles 
l'équation admet une racine double, eu calculant les coordonnées d'un point 
du lieu en fonction de cette racine. 

1885. Soit une ellipse E dont le grand axe et la distance focale sont res- 
pectivement égaux à 2a et à 2c. 

D'un des foyers F de cette ellipse comme centre, on décrit une circonfé- 
rence de cercle G ayant pour rayon 



V/2K + ?)- 

D'un point quelconque P^ de la circonférence C, on mène une tangente P,r< 
à l'ellipse ; du point P, où elle rencontre de nouveau la circonférence C, on 
mène à l'ellipse une deuxième tangente P, P, , enfin du point P, oii cette 
deuxième tangente rencontre la circonférence C, on mène à l'ellipse une troi- 
sième tangente P,P^ rencontrant la circonférence au point P^. 

On demande de démontrer que la deuxième des tangentes à l'ellipse issues 
du point P^ passe par le point initial P^ . 
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CONCOURS GENEBAL. 

Mathématiques spéciales. 

Étant donné un cône droit dans lequel le rayon de la base est égal au 
tiers de l'apothème, on le coupe par une sphère de rayon r et dont le centre 
est situé sur la surface du cône à la distance a du sommet. On développe 
ensuite la surface convexe du cône sur un plan, ce qui donne un secteur 
circulaire dont l'angle est égal aux trois quarts d'un angle droit; on demande 
l'équation de la courbe d'intersection de la sphère et du cône après le déve- 
loppement de cette dernière surface. 

Construire cette courbe dans les hypothèses suivantes : a = S, r = 2. 

1833. Couper un triangle par une droite de manière que les deux parties 
de ce triangle soient entre elles dans un rapport donné et qu'elles aient leurs 
centres de gravité sur une même perpendiculaire à la sécante. On résoudra 
le même problème en supposant : 1" que les deux côtés coupés sont égaux ; 
2» que le triangle est équilatéral. 

1844. Étant donnés une ellipse et un point A sur la courbe, on décrit un 
cercle tangent à l'ellipse en ce point et l'on mène au cercle et à l'ellipse les 
deux tangentes communes, autres que celle qui toucherait l'ellipse au 
point A. On demande quel est le lieu géométrique du point d'intersection de 
ces deux tangentes quand on (kit varier le rayon du cercle. 

1845. Étant donnés un cercle et un point situé dans son intérieur, on 
imagine que, sur chacun des diamètres de ce cercle, on décrive une ellipse 
qui ait ce diamètre pour grand axe et qui passe par le point donné. On 
demande : 1* l'équation générale de ces ellipses ; 2" le lieu de leurs foyers ; 
3* le lieu des extrémités de leurs petits axes. 

1846. Étant donnée une ellipse, si. on lui circonscrit des rectangles tels 
que ABCD, on sait que tous les sommets sont situés sur un même cercle 
concentrique à l'ellipse. Cela étant admis, des points de contact N et Q de 
deux côtés opposés de chaque rectangle, on mène deux droites au point de 
contact M de l'un des deux autres côtés, et l'on demande de prouver l 
1* que les droites MN et MQ sont également inclinées sur ce côté AB ; 
2* que la somme MN -|- MQ est constante ; 3* que les droites MN, MQ en- 
veloppent une ellipse homofocale à la proposée. 

1847. Un triangle PQR étant circonscrit à un cercle, on forme un second 
triangle dont les sommets A, B, C sont les points milieux des côtés du pre- 
mier. Des sommets de ce second triangle on mène au cercle des tangentes 
A a, B^, Ce qui rencontrent respectivement en a, b, e les côtés opposés à 
ces sommets. On propose de démontrer que ces trois points sont en ligne 
droite. 

Examiner si le théorème reste vrai quand on remplace le cercle par une 
conique quelconque inscrite dans le triangle PQR. 
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1849. Soient^ dans un plan, une ellipse et une droite ne rencontrant pas 
la courbe. On prend sur la droite deux points N, N' conjugués par rapport 
à l'ellipse : 1« prouver qu'il existe dans le plan de l'ellipse deux points 0, 0' 
desquels on voit le segment NN' sous un angle droit ; S* trouver le lieu des 
points 0, 0', quand la droite se meut parallèlement à elle-même. 

1851. Etant donnée une droite L, on mène, de chacun de ses points M, 
deux droites à deux points fixes P, P'. Deux autres points fixes 0, 0' sont les 
sommets de deux angles AOB, A' OB' de grandeurs données, que l'on fait 
tourner autour de leurs sommets respectifs de manière que leurs côtés OA, 
O'A' soient respectivement perpendiculaires aux deux droites MP, MP. On 
demande quelle est la courbe décrite par le point d'intersection N des deux 
droites OA, O'A' et la courbe qui est décrite par le point d'intersection des 
deux droites OB, O'B', quand le point M glisse sur la droite ûxe L. 

1860. On donne deux ellipsoïdes A et B, et l'on demande le lieu des som- 
mets des trièdres dont les faces sont tangentes à l'ellipsoïde A et parallèles 
à trois plans diamétraux conjugués de B. 

1861. Un ellipsoïde étant donné, trouver le lieu des centres des sections 
planes dont l'aire est constante. 

1862. Deux paraboles do même paramètre ont leurs axes à angle droit ; 
l'une d'elles est fixe, l'autre est mobile. Une corde commune AB passe const- 
tamment par le pied D de la directrice de la parabole fixe ; on demande la 
lieu décrit par le sommet de la parabole mobile. 

1863. Une surface du second degré de révolution pourvue d'un centre se 
meut de manière que, dans chacune de ses positions, elle rencontre, suivant 
une circonférence de cercle, une surface du second degré fixe et donnée. Oo 
demande le lieu du centre de la surface mobile. 

1864. On donne deux coniques ayant un même foyer et leurs axes pro- 
portionnels. Soient FA, FA' leurs rayons vecteurs minima. On fait tourner 
les rayons vecteurs autour de F, en conservant leur distance angulaire; 
soit FC, FC une quelconque de leur position. En C et C on mène une tan- 
gente à chacune des coniques ; trouver le lieu de leur point de rencontre M. 

1865* Étant données deux coniques tangentes en un point 0, on leur mène 
la tangente commune OR, ainsi que les tangentes communes extérieures AA', 
BB' qui se coupent au point M. 

Gela posé, on propose de démontrer : 1<* que la droite PP' qui joint les 
points P, P' diamétralement opposés au point dans les deux coniques, 
passe par le point M ; 2° que les droites AB, A'B' qui joignent les points de 
contact de chaque conique avec les tangentes extérieures communes, se cou- 
pent en un point H qui est situé 4ur la tangente commune intérieure OR 
8* que les tangentes, menées aux deux coniques par le point R, touciieot 
ces courbes en des points situés sur la droite MO. 

On fera voir que généralement le point R ne partage cette propriété avi^ 
aucun autre point, et on déterminera la condition qui doit être remplie pou 
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qu'il existe une ligne telle, que les tangentes menées par chacun de ses 
points aux deux coniques donnent quatre points de contact en ligne droite. 

1866. 1* Démontrer que les quatre points d'intersection de deux coniques 
quelconques Inscrites dans un rectangle donné sont les sommets d'un paral- 
lélogramme dont les côtés sont parallèles à deux directions fixes. 

2" Trouver le lieu des points de contact des tangentes menées d'un point 
quelconque du plan à toutes les coniques inscrites dans un rectangle donné; 
ou bien des tangentes parallèles à une direction donnée. 

3* Trouver le lieu des points de toutes ces coniques où la tangente fait un 
angle donné avec le diamètre qui aboutit au point de contact. 

1867. Un ellipsoïde étant donné, on propose de trouver une droite L dans 
Tespace et un point P sur l'ellipsoïde, de façon que les cdnes qui ont pour 
sommet le point P et pour bases les sections faites dans Tellipsoïde par des 
plans contenant L, soient de révolution. On cherchera en outre, quel est le 
lieu des positions occupées par la droite L, lorsque le plus grand et le plus 
petit des axes de l'ellipsoïde restant invariables, on fait varier la longueur 
de Taxe moyen. 

1868. On propose : 1* de trouver le lieu géométrique des points divisant 
dans un rapport donné les portions des tangentes à une conique fixe qui 
sont comprises entre deux droites fixes ; 2* de classer méthodiquement, en 
s'attachant surtout aux cas généraux, les diverses formes que ce lieu géo- 
métrique peut affecter ; 3" de trouver les conditions que doivent remplir la 
conique et les deux droites fixes pour que le lieu géométrique demandé se 
décompose en lignes du second ordre. 

1869. On donne un cercle dont le centre est en et un point P dans le 
plan de ce cercle, en dehors de la circonférence ; trouver le lieu décrit par 
les foyers d'une hyperbole équilatère doublement tangente au cercle et pas- 
sant par le point P. 

On construira le lieu en supposant la distance PO égale au triple du rayon 
du cercle. 

1870. Deux ellipses ont leur centre en un même point et leurs axes dirigés 
suivant les mêmes droites. 

Déterminer le lieu d'un point tel que les cônes ayant ce point pour sommet 
commun et les deux ellipses pour directrices, soient égaux. 

1872. Étant donné un prisme triangulaire droit, on le coupe par des 
plans rencontrant les trois arêtes, de manière que les volumes des troncs de 
prisme obtenus soient dans un rapport donné : 

1* Trouver la surface engendrée par le centre de gravité de l'un des troncs 
de prisme, quand le plan sécant se déplace sans cesser de rencontrer les 
trois arêtes ; 2* trouver les courbes qui forment les contours de cette sur- 
face. 

On examinera en particulier le cas où le prisme donné a pour bases des 
triangles équilatéraux. 

1873. Une surface du second degré S étant donnée, ainsi que deux points 
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A, B sur caite surface, il existe une infinité de surfaces du second degré £ 
tangentes à S aux points A et B. On propose de trouver : 1* io lieu géomé- 
trique des centres des surfaces £ ; 2* le lieu géométrique des points de 
contact de ces surfoces avec les plans tangents qu'on peut leur mener par 
une droite donnée. 

1875. Étant donnés un ellipsoïde, un plan P et un point A dans ce plan, 
trouver le lieu des sommets des cônes circonscrits à relllpsoïde et tels que 
la section de chacun de ces cônes, par le plan P, admette pour foyer le 
point A. 

1876. Étant donné un parallélipipède, on considère trois arêtes qui n*ont 
pas d'extrémités communes; et les deux sommets non situés sur ces trois 
arêtes: l"» trouver l'équation du lieu d'une courbe plane du second degré 
passant par ces deux points et s'appuyant sur les trois arêtes ; 2« chercher 
les droites réelles situées sur la surface ; 3* étudier la forme des sections 
faites dans la surface par des plans parallèles aux arêtes du parallélipipède. 

1877. Rechercher les surfaces S du second degré sur lesquelles exista une 
droite D lelle que l'hyperboloïde de révolution H qui a pour axe une géné- 
ratrice quelconque G, de la surface S, et du même système que D, et qui 
passe par la droite D, coupe orthogonalement la surface S en tous les points 
de cette droite. 

Si Ton considère tous les hyperboloïdes II qui se rapportent à une même 
surface S, jouissant de la propriété énoncée : 1* Trouver le lieu des som- 
mets A et celui des foyers F des hyperboloïdes H' conjugues des hyperbo- 
loïdes H ; S"* par Tun des foyers F de l'hyperboloïde H', on mène un plan P 
parallèle à la perpendiculaire commune aux deux droites G, D, et faisant, 
avec cette dernière, un angle supplémentaire de celui que fait, arec cette 
même droite, l'axe G de Thyperboloïde H; trouver le lieu de la droite qui 
joint le point où le plan P coupe la droite D à l'un des points oîi ce plan 
coupe la courbe d'intersection de la surface S et da l'hyperboloïde H. 

1878. Les droites A'OA, B'OB, C'OC sont trois axes de coordonnées rec- 
tangulaires; on suppose OA' = OA = a, OB' = OB = ^, OC' = 0(: = c. Dé- 
terminer : l' le lieu des axes des surfaces de révolution du second degré qui 
passent pas les six points A, A', B, B', C, C ; 2* le lieu des extrémités D de 
ces axes. 

On construira la projection du lieu des points D sur le plan AOB, en sup- 
posant a > c > b et l'on partagera la courbe en arcs tels que chacun d'eax 
corresponde à des surfaces de même espèce. 

1879. On donne un hyperboloïde à une nappe et un point dans le plan du 
cercle de gorge. Par ce point on mène une droite parallèle à une génératrice 
de la surface. Cette droite est l'axe d'un cylindre de révolution qui passe par 
la génératrice de l'hyperboloïde. Trouver l'équation de la projection sur la 
plan des xy de rinterseclion des deux surfaces. La projection a un point 
double dont on demande la lieu lorsque la droite varia. 

1880. Sur une courba donnée du troisième ordre, ayant un point de re- 
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broassement 0, on considère une suite de points 

A — n, . . > t A — I , A — I , A©, A,, Aff . » », Aj|, 

tels quo la tangente en chacun de ces points rencontre la courbe au point 
suivant. 

1* Étant données les coordonnées du point A^ on propose de trouver les 
coordonnées des points A__,, A,, et de déterminer les limites vers lesquelles 

tendent ces points quand l'indice » augmente indéfiniment. 

2* On demande le lieu décrit par le premier point limite, lorsque la courbe 
du troisième degré se déforme en conservant le même point de rebrousse- 
ment 0, la même tangente en ce point et en passant constamment par trois 
points fixes P, Q, R. 

3* On examinera comment varient les points d'intersection de ce lieu avec 
les côtés du triangle P, Q, R, quand les sommets de ce triangle se déplacent 
sur des droites passant par 0. 

18Si. Trouver le lieu des points tels que les pieds des six normales qu'on 
peut mener de l'un quelconque d'entre eux à un ellipsoïde donné, à trois 
axes inégaux, se séparent en deux groupes de trois points dont les plans 
respectifs soient parallèles entre eux. 

Montrer que, si Ton se donne un point P du lieu, la solution de ce pro- 
blème : « mener du point P les normales à Tellipsoïde » dépend de la réso- 
lution de deux équations du troisième degré. 

Discuter ces équations. 

1882. Par un point quelconque P pris dans le plan d'une parabole donnée, 
dont le sommet est en 0, on mène à cette courbe trois normales qui la ren- 
contrent aux points A, B, C. Les longueurs PA, PB, PC, PO, étant repré- 
sentées respectivement par a, b, c, /, on demande de former l'équation du 
troisième degré dont les racines sont /* — a*, /* — ^, l* — c% et d'indiquer les 
signes des racines d'après la position du point P dans le plan. 

1883. D'un point P pris sur une normale en un point A d'un paraboloïde 
elliptique, on peut mener à la surface quatre autres normales dont nous dé- 
signerons les points d'incidence par B, C, D et E ; on demande : 1" de trouver 
l'équation de la sphère S passant par les quatre points B, C, D, E ; 2" de 
trouver le lieu des centres I de la sphère S quand le point P se déplace sur 
la normale au point A, ainsi que la surface engendrée par la droite PI. 

1884. Par le centre d'un ellipsoïde donné, on mène trois diamètres conju- 
gués quelconques ; et, par les points où ces droites rencontrent la sphère 
circonscrite au parallélipipède formé par les plans tangents aux sommets de 
l'ellipsoïde, on fait passer des plans : l** trouver le lieu des pieds des per- 
pendiculaires abaissées d'un point donné P sur ces plans variables ; 2* ce lieu 
est une surface du quatrième ordre dont l'équation peut être ramenée à la 
forme suivante : 

(ar« + î^« + 5«)*4-4Ax« + 4A'y«+4A'U» + 8Ca; + 8G'y + 8C"-s + D = 
II 26 
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trouver les sphères lelles que chacune d'elles coupe la surface suivant deux 
cercles ; 3* ces sphères forment cinq séries parmi lesquelles deux ne sont pas 
distinctes. 

Démontrer que les sphères de la série double passent toutes par un même 
point, et trouver le lieu de leurs centres. 

Démontrer que les sphères de chacune des trois autres séries coupent res- 
pectivement à angle droit des sphères fixes S,, S^, S,. Trouver le lieu des 
centres des sphères de ces trois séries. 

1885. Étant donné un hyperboloïdc à une nappe, on considère toutes les 
cordes D de cette surface qui sont vues du centre sous un angle droit et 
Ton demande : 

1* L'équation du cône lieu géométrique des cordes D qui passent par un 
point donné 8, ainsi que les positions du point S pour lesquelles ce cône 
est de révolution ; 

â*> La courbe à laquelle sont tangentes toutes les cordes D situées dans 
un plan donné P, ainsi que les positions du plan P pour lesquelles celte 
courbe est une parabole ou une circonférence de cercle. 
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1859. Trouver le lieu géométrique des points dont les distances à deux 
droites données non situées dans un mOme plan ont entre elles un rapport 
constant. 

Quelles sont les surfaces du second degré auxquelles s^applique ce mode 
de génération, et quelle est la situation de ces deux droites à Tégard de ces 
surfaces ? 

1862. Etant données deux droites non situées dans un même plan, on fait 
passer par ces droites un paraholoïde hyperbolique auquel on mène un plan 
tangent parallèlcmcut à un plan fixe et donné. On demande lo lieu du point 
de contact. 

1864. Sur le grand axe d'une ellipse comme diamètre, on décrit un cercle 
dans lequel on trace deux rayons OP, OR faisant entre eux un angle cons- 
tant, puis des points P et H on abaisse sur le grand axe de Tellipse des 
perpendiculaires rencontrant la courbe aux points D, E. Au point D on élève 
perpendiculairement au plan de Tellipse une droite de longueur constante h, 
dont on joint l'extrémité au point E ; trouver le lieu décrit par cette droite 
quand l'angle constant POR tourne autour de son sommet. 

1865. Étant donnes une sphère dont le rayon est pris pour unité, et un 
cylindre droit ayant pour base une ellipse de mÔme centre que la sphère et 
dont les longueurs des demi- axes sont sin a et sin fr, démontrer : 1* qn*il 
existe sur la sphère deux points F, F' tels que la somme des arcs de grands 
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cercles MF el MF' aboutissant à un point quelconque M de la courbe d'in- 
tersection C de la sphère et du cylindre, est constante; 2" que ces deux 
arcs font des angles égaux avec la tangente au point M à la courbe C 

Construire les deux points F, F'; examiner le cas particulier où la somme 
MF-f-MF' est égale à une demi-circonférence de grand cercle. 

1868. Etant données dans un plan deux paraboles du deuxième degré, on 
les fait tourner autour de leurs sommets supposés flxes, de manière que, 
dans chacune de leurs postlions, leurs quatre points d*inter9ection soient 
sur une circonférence de cercle, et Ton demande le lieu du centre do ce 
cercle. 

1869. {Voir Exercice 18, p. 883.) 

1871. On donne trois points flxes A, B, C ; on demande de trouver le lieu 
des centres des ellipsoïdes de révolution pour lesquels ces trois points fixes 
sont les extrémités de trois diamètres conjugués. (GhasUs.) 

1872. On donne deux droites flxes A, à! qui ne se rencontrent pas ; par 
ces deux droites on fait passer des surAices du second ordre S, pour les- 
quelles la somme des carrés des longueurs algébriques des axes ainsi que 
le produit de ces mêmes longueurs sont des quantités constantes et don- 
nées. 

1* Trouver le lieu des centres des surfaces S. 

2* Considérant une quelconque des surfaces S et son centre I, on mène 
par le point I une droite rencontrant les deux droites fixes en D et D' : cal- 
culer la distance DD'. 

3" Par les points D, D' on mène des plans respectivement perpendiculaires 
aux droites A, A'; trouver le lieu dos intersections de ces plans. 

1873. On donne un hyperboloïde à une nappe sur lequel on prend une 
génératrice déterminée G. En un point quelconque P de cette génératrice, 
on mène la normale à la surface, et Ton suppose que cette normale» consi- 
dérée comme un rayon incident, se réfléchit, suivant la loi connue, sur le 
plan de Tellipse de gorge. On demande : 1* la surface engendrée par le 
rayon réfléchi, lorsque le point P se déplace sur la génératrice G ; 2" l'en- 
veloppe des sphères ayant pour centre le point d'incidence et pour rayon la 
distance du point d'incidence au point P. 

1874. On donne une ellipse et une hyperbole bomofocales ; on imagine une 
conique quelconque G doublement tangente à chacune des coniques don- 
nées. On demande de trouver et de discuter le lieu des points de rencontre 
des tangentes à Tellipse et à l'hyperbole aux points où ces courbes sont 
touchées par la conique variable C. 

1875. A un ellipsoïde donné on circonscrit une série de surfaces du 
second ordre £, la courbe de contact étant l'intersection de relllpsoïde par 
un plan fixe P. On circonscrit ensuite à chaque surface S un cône ayant 
pour sommet un point donné A. 

1" Trouver le lieu des courbes de contact des cônes et des surfaces S. 
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2« Classer les surfaces qui formenl le lieu, quand on suppose le plan P fixe 
et le point A mobile dans Tespace. 

On déterminera, pour chacune des variétés du lieu, les surfaces qui limi- 
tent les régions de l'espace où se trouve alors le point A. 

1876. On donne une parabole P et un point H dont la projection orthogo- 
nale sur le plan P de la parabole se fait au sommei de cette parabole : 

1* Trouver Téquation générale des surfaces de révolution du second ordre 
qui passent par la parabole P et par le point H. 

S* Déterminer le nombre de celles de ces surfaces dont l'axe passe par un 
point A donné dans le plan Q, qui contient le point H et Taxe de la parabole. 

Classer les mêmes surfaces quand le point A se meut dans le plan Q. 

1877. On donne un ellipsoïde et un point A ; 

1* Trouver un point B tel que, en menant par ce point un plan piel- 
conque P, la droite AB soit toujours l'un des axes du cône qui a pour som- 
met le point A et pour base la section de l'ellipsoïde par le plan P. 

2* Le problème a en général trois solutions : trouver pour quelles posi- 
tions du point A le nombre des solutions devient inflni. 

3*' Le point A restant fixe, on suppose que Tellipsoïde se déforme de façon 
que les sections principales conservent les mêmes foyers, et l'on demande 
le lieu que décrit alors le point B. 

1878. On donne une sphère S, un plan P et un point A; par le point A, 
on même une droite qui rencontre P en un point B; puis sur AB comme 
diamètre on décrit une sphère S' ; le plan radical des sphères S, B' rencontre 
la droite AB en un point M. 

1* Trouver le lieu décrit par le point M quand la droite AB tourne au- 
tour du point A. 

â" Discuter le lieu précédent, en supposant que le point A se déplace 
dans l'espace, le plan P et la sphère S restant fixes. 

1879. On donne un hyperboloïde à une nappe et un point A. On considère 
un paraboloïde circonscrit à l'hyperboloïde et tel que le plan P de la courbe 
de contact passe en A. Soit M le point .d'intersection de ce paraboloide avec 
celui de ses diamètres qui passe par A ; soit Q le point de rencontre de P 
avec la droite qui joint le point M au pôle du plan P par rapport à l'hyper- 
boloïde. Le plan P tournant autour de A, on demande : 

l** Le lieu du point M ; 

%• Le lieu du point Q. — Ce second lieu est une surface du second 
ordre S, que Ton discutera en faisant varier la position du point A dans 
l'espace ; 

3* Le lieu des points que doit occuper le point A, pour que la surface S 
soit de révolution. 

1880. On donne un ellipsoïde et l'on considère un cône ayant pour base la 
secUon principale de l'ellipsoïde perpendiculaire à Taxe mineur ; ce cône 
coupe l'ellipsoïde suivant une seconde courbe située dans un plan Q. 

1* Le sommet du cône se déplaçant sur un plan donné P, trouver le lieu 
décrit par le pôle du plan Q par rapport à rellipsoïde ; 
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2* Co liea est uae surOice du second degré £ ; oa demande de déterminer 
les positions du plan P pour lesquelles le cône asymptote de S a trois gé- 
nératrices parallèles aux axes de symétrie de Tellipsoïde. 

3* Le plan P se déplaçant de façon que S satisfasse aux conditions pré- 
cédentes, trouver le lieu des foyers des sections faites dans les surfaces £ 
par un plan flxe R perpendiculaire à l'axe mineur de TelUpsoïde. 

4* Trouver la surface engendrée par la courbe, lieu de ces foyers, quand 
le plan R se déplace parallèlement à lui-même. 

1881. Etant donné un ellipsoïde, on considère des droites D telles que si 
par chacune d'elles on mène des plans tangents à rellipsoïde, les normales 
aux points de contact M, M' soient dans un même plan : 1* Démontrer que 
la droite D et la droite des contacts MM' sont rectangulaires ; 3* trouver le 
lieu des droites D qui passent par un point donné A ; 3* ce lieu est un cône 
du second degré ; trouver le lieu des positions du point A pour lesquelles 
ce cône est de révolution ; 4* trouver l'enveloppe C des droites D qui sont 
contenues dans un plan donné P, et la surface S engendrée par G quand P 
se déplace parallèlement à un plan donné Q ; 5* trouver pour quelle direction 
de Q la surface S est de révolution. 

1882. On donne une ellipse et un point P dans son plan : 

i* Trouver le nombre des cercles osculateurs à l'ellipse tels que chacune 
des cordes communes à Tellipse et à ces différents cercles passent par le 
point P ; 

2* Trouver, pour chacune des positions du point P, combien de ces cercles 
sont réels; 

8* Démontrer que les points de contact de l'ellipse et des cercles oscula- 
teurs sont sur un même cercle C ; 

4* Trouver l'enveloppe E des cercles C, quand le point P décrit l'ellipse 
donnée ; 

5* La courbe E peut être considérée comme l'enveloppe d'une série de 
cercles qui coupent à angle droit un cercle fixe et dont les centres sont sur 
une conique. Chercher de combien de manières différentes la courbe E est 
susceptible de ce modo de génération. 

1883. D'un point donné P on mène des normales à un ellipsoïde donné : 
1* Démontrer que par les pieds de ces six normales on peut faire passer 

une infinité de surfaces du second ordre S concentriques à l'ellipsoïde ; 

2"* Trouver le lieu que doit décrire le point P pour que les surfaces S soient 
de révolution ; 

3" Déterminer le cône lieu des axes de révolution des surfaces S ; 

4* Sur la section de ce cône par un plan perpendiculaire à l'axe mineur 
de l'ellipsoïde, indiquer les points par lesquels passe l'axe de révolution quand 
la surface S est un ellipsoïde, un hyperboloïde à une ou à deux nappes, un 
cône, un cylindre ou un système de deux plans parallèles. 

1884. On donne une ellipse et une hyperbole situées respectivement dans 
deux plans rectangulaires P, Q, et pour chacune desquelles la droite d'inter- 
section des plans P et Q est un axe de symétrie. 

1* On considère tous les plans R tangents à la fois à l'ellipse et à l'hy- 
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perbole, el l'on propose de démontrer qu'il existe une inflnilé de surfaces da 
second ordre S tangentes à la fois à tous les plans R. 

^ Trouver le lieu des centres des surfaces S el déterminer la nature de 
chacune de ces surfaces suivant la position occupée par son centi'e. 

3* Trouver les conditions nécesBaires et suffisantes pour que ies surfaces S 
soient homofocales. 

1885. 1* On donne une sphère S, el, sur celle sphère, un cercle C et un 
point T; démontrer qu'il y a deux paraboloïdes passant par le cercle C et 
tangents à la sphère au point T. 

2* Démontrer que les axes de ces paraboloïdes sont dans un même plan, 
el trouver le lieu de leur point d'intersection quand le point T se meut sur 
la sphère. 

3* Dans les mêmes conditions, trouver le lieu des sommets de ces para- 
boloïdes. 

4* Soient T, T' deux points diamétralemcnl opposés sur la sphère. Au 
point T correspondent deux paraboloïdes P et Q ; au point T' correspondent 
deux autres paraboloïdes F et Q'. — Trouver le lieu engendré par la courbe 
d'intersection de chacun des paraboloïdes P et Q avec chacun des parabo- 
loïdes P' et Q' quand on fait varier la diredion du diamètre TT'. 



NOTES 



NOTE I. 

Sar réquation en S. 

l** En exposant, au chapitre III, la méthode de Jacobi pour la séparation 
des racines de l'équation en S, nous avons modifié l'analyse de ce géomètre, 
afin d'établir une certaine analogie entre sa méthode et celle de Cauchy. 

Toutefois, l'analyse du géomètre allemand a, comme nous le montrerons à 
la fin de cette note, une importance particulière, quand on lui conserve son 
caractère, ainsi que l'a fait M. Darboux. (Bourdon, Application de V Algèbre 
à la Géométrie; note XVII.) 

Il nous paraît donc utile de la faire connaître. 

Elle repose essentiellement sur ce fait que, dans l'hypothèse BB'B"^0, la 
fonction 

(!) ? = Aa;* + A'y« + A"5* + 2By3 + 2B'«d; + 2B"a:y 

peut être mise sous la forme 

(2) 9 = Aa:« + A>* + A":î; + e(aaj + a> + a%)*; 

le coefficient & étant égal à ^ 1 . 
En effet, en identifiant les formes (1) et (2;, on trouve 



« B'B' . B"B ,, BB' 

ta = e,a= za =^ — 

i B t B' " B" 

A^A_?;?:' A'=A'-^ A" = A"-!iiL'. 
1 B « B' « B" 

Pour que les valeurs de a , a ,a^ soient réelles, il suffira de prendre e = -f 1 

si BB'B" est positif et s = — 1 si ce produit est négatif. 
On a, dans les deux hypothèses, 

/ B'B"\ . . /., B"n\ / BB' \ 

+ BB'B"(| + | + ±)*. 
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Pour fixer les idées, supposons BB'B" > ; nous devrons prendre e = -f 1. 
Les équations qui définissent led directions principales et l'inconnue auxi- 
liaire S sont 

(8) (A -S)a + ap = (x\-S)^ + a\p = (a'^ ^s)y + a';p = 0, 

en posant 

(4) a a + fl[p + fl^'Y=p. 

Si l'on élimine a, p, ^ entre les équations (3) et (4), on obtient immédia- 
tement, pour déterminer S, Téquation 

a a* a * 

4 1 « 

C'est la forme obtenue par Jacobi ; elle permet de montrer facilement que 
les racines de l'équation en S sont réelles. 

Nous supposerons A, < A' < a" . 

La dérivée ^|;' (S) de la fonction ^{S) n'étant jamais négative, la fonction i]^ 
est croissante dans les intervalles oii elle est continue ; par suite, dans cha- 
cun d'eux, elle ne peut s'annuler qu'une seule fois. Mais quand S varie de 

A -j- e à A — 6, ou de A -f- £ à A — e, ou enfin de A ' -f- s à -f- oo , la fonc- 
tion ^ croît en passant d'une valeur négative à une valeur positive ; donc 
Téquation ^(S) = a ses trois racines réelles et séparées par la suite 



' . Il 



A A A +00, 

c'est-à-dire par la suite 

B'B" B"B BB' 

A— g- A'-— A"-— +00. 

L'examen du cas où les quantités A , A* , a" ne sont plus inégales, ne pré- 
sente pas de difficultés. 

2* Il nous reste à mettre en évidence l'importance de l'analyse de Jacobi. 
telle que nous venons de Texposer. 

Elle s'est présentée à ce géomètre, comme cas particulier, dans un mé- 
moire ayant pour titre : 

De binis functionibm homogeneis sectindi ordinis sitnul transformandis et 
de transformatione et determinatione integralium muliiplicium. 

Dans ce mémoire, Jacobi se propose le problèiue suivant, qui a une analo- 
gie évidente avec le problème de la réduction d'une quadrique aux formes les 
plus simples, par la considération des directions principales. 
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Investigare suàêtitutiànet hujusmodi 



y, = a. ^1 + ••■+«» *» 

" I I " 

^t = *l *l + ••• + *» ^1» 



fifiMtf effieiatur 



»«=«;"'»+■••+«!,"'*» 



y, + y« + - . • + yji = «, + - •^+«g, 



«imul^ue itoto funetio homogenea secundi ordinit v'ariahilium x , x , , . ., a;. 

transformetur in aliam variabilium Pi, y^, . . . , yn, de quâ Hnarum producta 
evanueruni. (Jacobi's Gesammelte Werke, Bd. III, y. 190). 

Après avoir montré que les coefflcieots de l'éqaatlon transformée BODt les 
racines d*une certaine équalion du degré », Jacobi examine quelques cas 
particuliers. 

Il fait voir entre autres que si la fonction donnée V peut être mise sous la 
forme 

(4) W = Ay^+\x[+. . .+A^4+(«,^+«,^.+ - • •+fln«iiy. 

l'équation donnant les coefficients de la fonction transformée peut être mise 
sous la forme 

1 + — î— + + . .. + î^ = o. 

A —S A —S A„ — S 

Jacobi fait observer ensuite (page 222) qu'une fonction homogène du second 
degré à irais variables peut toujours être ramenée à la forme (4). 

Caw trium variabilium funetio V in formam illam speciaUm, çuam antece- 
dentibus consideravimus^ semper redigi potest. 

Ainsi la méthode de séparation des racines de Téquation en S, telle que Ta 
donnée Jacobi, présente une importance particulière , car elle s*applique à la 
transformation d'une fonction homogène du second degré d'un nombre quel- 
conque de variables, pourvu que celte fonction puisse être ramenée à la 
forme (4). 

Remarque. — Dans le même mémoire, Jacobi a encore examiné le cas où la 
fonction V est de la forme 

V = A^a;|+ A^x)+ . . . + \x\+^(a^x^ + a^x^ + . . . +a^__iX^ _ |)«„; 

il montre que les coefficients de la forme réduite sont alors les racines de 
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l'équation 
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+ 



a 



A —S ' A —S 
i t 



+ .. .+ 



'H—i 



^» — 1 



— S 



;+S-A-==0, 



et que ces racines sont réelles. 

En appliquant cette remarque au cas où le nombre des variables est égal 
à troiSf on pourra faire voir que l'équation en S a encore ses racines réelles 
dans l'hypothèse où l'un au moins des coefficients B, B', B" a une valear 
nulle. 

3* Méthode de Sylvesier. — Reprenons l'équation en S 



(5) 



A (S) 



A — S B" B' 

B'' A' — S B 

B' B A" - S 



et désignons par (a, a', a"), (b, l^, &") les valeurs que prennent pour S = « 
les mineurs principaux et les mineurs secondaires du déterminant A (S). 

La fonction A (S) ne dépendant que des différences A — S, A' — S, A" — S 
ne changera pas de forme si l'on pose : 

A = A 4- M a' = a' + M a" — a' 4- Il 

S = S. + «. 

Après cette transformation, l'équation (5) développée devient 



en posant 



A (S ) = A(i«) — P S +M S* — S' = 0; 



M, =: A — « + A' — M + A" — tf 

P, =fl + fl' + a". 



Considérons l'équatiou 



A.(S.). A,(-SJ=0 



qui a pour racines celles de l'équation ^5) et celles de sa transformée 
en — S, ; elle est de la forme 



(6) 



en posant 



P^ = P;-2M^A(ti) M^ = m|-2P. 



Si l'on tient compte des identités dont on a fait usage au paragraphe 139 
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on trouve facilement 

I 

( P. = a« + o'- -}- a* + ib* + U'^ + tb"* 

\ M,= (A-«)« + {A'-tf)« + (A" — tt)*-f 2B« + 2B'«+2bV 

On voit que le premier membre de réquation (6) ne présente que des 

variations ; donc, si l'on regarde S comme rinconnue, cette équation n'aura 
pas de racine négative. 

Il résulte de là que Téquation (5) ne peut pas avoir de racine imaginaire, 
c'est-à-dire de la forme 

En effet, en posant u = X, il en résulterait que l'équation (6) devrait 
admettre la racine négative. 

S =(|i») = — I*- 

Remarque. — La même méthode donne immédiatement les conditions 
nécessaires et suffisantes pour que l'équation en S ait des racines mul- 
tiples. 

Soit S = (T une racine de l'équation en S ; si Ton pose u = 9, à cette 
racine correspondra, pour l'équation (6), la racine 84 = 0. 

Cette racine nulle sera double, si la racine a est simple. 

Elle sera quadruple, si la racine 9 est double, et les coefficients 

[A(u)]« P. 
seront nuls*. 
Elle sera sextuple, si la racine a est triple, et les coefficients 

[A(u)]« P. M. 

seront nuls. 
En se reportant aux valeurs (7) des coefficients P, et M,, on voit que ; 

Pour qu'un nombre rs soit racine double de V équation en S, il faut que ce 
nombre annule tous les mineurs du premier ordre du déterminant A (S) ; 

Pour qu'un nombre <j soit racine triple de V équation en ë, il faut que ce 
nombre annule tous les éléments du déterminant A (S). 

Ces conditions sont évidemment suffisantes. 

4* Méthode de Lagrange. — Cette méthode a été donnée par Lagrange 
(Mécanique analytique^ t. II, p. .?19). 

Supposons que l'équation en S puisse admettre une racine imaginaire S| , 
elle en aura une seconde S, conjuguée de la précédente. 
Si, dans les équations 



j T|l r - j T^ 
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on remplace S successivement par S, cl par S,, on obtiendra pour a, % f 
des valeurs de la forme 

a =p +<p' p =q 4-iq y =r -\-ir 
a =p — ip' p =fl — ig' T =*" ^^^\ 

conjuguées deux à deux et liées par la relation (*) 

a««* + PiPt+T«Tf = 0- 
On aurait donc 

p +q +r +p +ç +r =0, 
et par suite a^ = Pi = y« = 0, ce qui est impossible, car on a aussi 

L'équation en S ne peut donc pas avoir de racine imaginaire. 

5* Nous terminerons cette note relative à l'équation en S en démontrant 
la réalité de ses racines par une méthode fondée sur les propriétés des 
formes quadratiques. 

Cette démonstration a été donnée par M. Kronecker {Ausxuq atu dem 
Monatsbericht der K'ànigl, Akademie der Wisseruchaften zu Berlin^ 18 mai 
1868, p. 340). M. Walecki Ta retrouvée de son côté (Nouvelles Annalei de 
mathématiqueê, année 1882, p. 401). 

Définition. — On dit qu*une forme quadratique est définie quand elle ne 
peut s'annuler qu'autant qu'on attribue la valeur zéro à chacune des variables; 
la forme est indéfinie dans le cas contraire, 

Lemme. — Soient ^et^ deux formes quadratiques des n variables x , a; ,..., x^, 

si Véquation obtenue en égalant à zéro le discriminant de la fonction 9 + ^ 
admet une racine imaginaire, les deux formes (p et ^ sont indéfinies. 

En efret, pour cette racine S = X-|-pt^i lai fonction 9-{-S4' est la somme 
des carrés d'au plus n — 1 fonctions linéaires et homogènes des it va- 
riables X , X ,..,, Xf^\ OQ a donc identiquement 

On déduit de là 

y y z t y tZ ,..., y^_^yZf^_^ étant des fonctions linéaires et homogènes des 
variables x , x >. . .. x-, à coenicients réels. 

(*)(1U, Théorème IV.) 
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Maintenant, on sait qu*on peut satisfaire aux n — 1 équations 

par des valeurs des inconnues x^ qui ne sont pas tontes nulles. Ces valeurs 

annulant la forme 4^» cette forme est indéflnic. 

En appliquant le même raisonnement à la fonction S9-|-<|/, on verra que la 
forme 9 est aussi indéfinie. 

De ce théorème résulte immédiatement le corollaire suivant : 

• 

Corollaire. — QtMud Vune des formes <p ou ^ est définie^ Véquation en S 
obtenue sn égalant à z&o le discriminant de la fonction f + S^ n*a pas de 
racine imaginaire. 

L'application de ce corollaire à l'équation en S est immédiate ; car on 
obtient cette équation en égalant à zéro le discriminant do la forme 9-- S<]/; 
dans laquelle on a 

9 = Ax« + A' y" + A"z* + 2By2 + 2B'zx + 2B'^ry 
<]/ = ar' + 2/" + «* + 2y JscosX + 2za:cos ji + 2;Fy cos V , 

et la forme ^ est définie, puisqu'elle ne peut s'annuler qu'autant qu'on pose 
à la fois a; = y = s = 0. 

NOTE II. 

Sur les sections circalaires d'une quadrique. 

On a vu au paragraphe 181 que, pour obtenir les carrés des axes de la 
section d'une quadrique par le plan P ayant pour équation 

uX'\-vy-\-toz-{-h = 0, 

il faut, dans la relation 

^ A.S' 

remplacer S par les racines de l'équation du second degré 



(1) A.(S) = 



A — S B" B' tt 

B" A' — S B V 

B' B A" — S u; 

u V w 



0. 



On exprimera que la section est un cercle en écrivant que l'équation pré- 
cédente a ses racines égales. La méthode ordinaire conduit à la relation 

(2 [(A + A'+A")(tt» + t;* l-u/«)-9(tt,v,ii/)]« + 4A,(«* + w* + tc/*) = 0. 
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Comme la direclion des plans cycliques est déterminée, la relation précé- 
dente doit comprendre, en réalité, deux équations distinctes. 

M. Otto Hesse est parvenu à mettre lu premier membre de Téquation (2) 
sous la forme de la somme de plusieurs carrés ; le nombre de ces carres a 
même été réduit à deux par M. Henrici ; enfin M. Souillart est parvenu à 
obtenir les deux conditions qui expriment que le plan P est un plan cyclique 
en employant certaines propriétés des déterminants. {Journal de Crelle^ t. LX, 
p. 306; t. LXIV. p. 187; t. LXV, p. 320). 

Nous nous proposons de montrer, dans cette note, que Ton peut exprimer 
l'égalité des racines de l'équation (1) par une méthode absolument analogue 
à celle que Ton a suivie pour Téquation en S, au paragraphe 142. 

Représentons, par a , a , a , ^ , ^ , /; les mineurs du déterminant 1 (S) 

relatifs aux éléments A — S, A' — S, A" — S, B, B', B", ce qui revient à 
poser 

fl, =— (A' — ^)u)* — (A" — S)t>* + 2B f'ip. 
fl] = — (a" — S)»* —(A —S)w*-{-tB'wtt 

a" = — (A — S)t;' — (A' — S) «*+ 2B'ii o 
bl={\ -S)vw + u{ Bu — irv — B"w) 
b[ = (A' — S)wu + t; ( — Bi4 + b'» — B"ic;) 

b[ = (a" — S)uv+iv{ — h» — B' v + B"m;) 
nous aurons les identités faciles à vérifier 

(8) M*A (S) = 6*— a'fl" v*l {S) = b'* — aa w* 1 (S) = b'* - a a . 
On a d'ailleurs 

Ces relations montrent que l'analyse exposée au paragraphe 142 est immé- 
diatement applicable à l'équation (1), et l'on peut énoncer le théorème sui- 
vant : 

Théorème. — Pour qu*un nombre a soit racine double de Véquaiion (1), 
t7 faut et il suffit que ce nombre annule les mineurs du premier ordre 

a , a , a", b t b\ b" du déterminant A (S), relatifs aux éléments A — S, 

l' 4 4 4 4 4 4 

A' - S, A" — S, B, B', B". 
Il est facile de voir que si les trois mineurs a , a , a , sont nuls, il en 

I t! 

est de même des mineurs b , ^^, b^ ; les conditions cherchées sont donc 

(4) a^-=0 a[ = a'; = 0. 

En éliminant u, v, w entre les équations (4), on obtiendra une équation 
qui déterminera S. Si l'on remplace dans les équations (4), S par une dea 
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racines de Tcquation ainsi obtenue, elles so réduiront a deux, aux deux pre- 
mières par exemple. 
On en tire 

B + s V^^ B' + e' \/^^ 
V = — ' w u ^= — • w, 

A" -s A"- S ' 

s, s' étant égaux à dzi, el //, a\ a" désignant les mineurs principaux du 
déterminant Â (S), (189). 

On substituera ces valeurs de v et do ii dans l'équation a = 0, qui devra 

être satisfaite ; cette condition permettra de reconnaître comment il faut as- 
socier les valeurs de e et de e'. On trouve ainsi deux solutions pour chaque 
valeur de S. 

Sans nous arrêter à vérifier ce résultat, nous allons montrer que l'équation 
obtenue en éliminant u, v, u; entre les équations (4) est justement Téquation 
en S et que les directions de plans trouvées sont parallèles aux plans que 
représente l'équation 

(5) 9(a?,y,5)-S(a- + y« + î«) = 

quand on y remplace S par les racines de l'équation en S. 
Pour cela posons 

(G) A — S = tttt' A' — S=«t;' A" — S = tt;ti;', 

les équations (4) donneront 

(7) ^B = wv' + vw' 'i\i' = uw' + wu' iB" --vu' + uv'. 

Les relations (6) et (7) expriment justement que le premier membre de 
réquation (5) est identiquement égal au produit 

(ux + vy-\-wz)(u'x {-v'y-^-tv'z); 

la proposition est donc démontrée. 

Remarque. — Les identités (3) résultent de la relation 

(TU dU dU rfU dU 

qui est vraie pour un déterminant quelconque U, et dans laquelle le sym- 
bole a'j. représente un élément appartenant à la ligne de rang r et à la co- 
lonne de rang s. 
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NOTE Itl. 

Détermination des foyers d'une section plane d'une quadriqne. 

Soient 

l'équation de la quadrique, et 

P = ux-^vy -\-wz \-fi=zO 

celle du plan sécant P. 
Considérons, comme au paragraphe 181, l'équation 

qui représente une quadrique 2 circonscrite à la quadrique donnée, le plan P 
étant celui de la courbe de contact. 

Nous allons chercher les focales de la quadrique S, puis nous ferons 
tendre X vers zéro ; les points oii les deux focales limites non situées dans 
le plan sécant P rencontrent ce plan, seront les foyers de la section de la 
quadrique donnée par le plan P. 

Pour obtenir les focales de la quadrique S, il faut exprimer que réqualion 

représente deux plans (263); ou bien exprimer que les plans ayant pour 
équations 

i/'J-"P-S(x-«) = 

(1) j 5/V-^P-S(|f-p)=0 

i/i-fP-8(«-T)=0 

(2) î/'Z-J-P + SLalx-a) + ?(»-#) + Y(a-T)] = 
passent par une même droite. 
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Il y a avantage à regarder P comme une laconaue auxiliaire défi nie par 
réquatioQ 



(S) 



ux-\- vp+.wz-{-h^P = 0. 



Pour obtenir les coordonnées du point de rencontre des trois plans repré- 
sentés par les équations (1), on pourrait éliminer x, y, z entre les équations (1) 
et l'équation (3), ce qui fera connaître P, puis x^ y et z. Les trois plans con- 
sidérés passeront par une même droite, si Téquation qui donne P est satis- 
faite quel que soit P. 

On obtient ainsi l'équation (4) du paragraphe 181 et l'équation 



(I) 



A — S 
B" 
B' 
If 



B" 

A' — S 
B 

V 



B' 
B 



c 
c' 



A" — S c 
w 



ti 



= 0. 



Il faut maintenant exprimer que la droite représentée par les équations (1 
est située dans le plan représenté par l'équation (è) ; cela aura lieu si les va- 
leurs de Xi y, z, en fonction de P, tirées des équations (1), satisfont à l'équa- 
tion (2) quel que soit P. 

On retrouve ainsi l'équation (I) et une nouvelle équation de condition 



(") 



A — S 
B" 
B' 
c 



B" 

A' — S 
B 



B' 
B 



c 
c' 



A" — S ù 



ti 



%n 



= 0. 



On a posé, comme au paragraphe 203, 






Quand on fait tendre X vers zéro, les équations (I), (II) ne changent pas, 
mais l'équation (4) du paragraphe 181, devient 



(III) 



A — S B" B' u 

B" A'— S B V 

B' B A"— S w 

u V w 



= 0. 



En remplaçant S successivement par les racines de l'équation (III), les 
équations (I) et (II j jointes à l'équation du plan P détermineront les foyers do 
la section de la quadrique donnée par ce plan. 

Kn reprenant les calculs précédents pour le cas où la quadriquo est un 

II 27 



f- 
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ellipsoïde rapporté 'à ses plans principaux, on trouve facilement pour dé- 
terminer les foyers d'une section plane les équations 

l._s l,-, 1,-s ' 

(11) 2l_+ gl— + ^' +1=0 

(III) ^ ^.-^ + =0 

1— S -—s -—s 

a* b* (?• 

u« + vy + *"* + * = 0. 



NOTE IV. 

Sur les complexes de droites. 

1. Les équations 

(1) x = rz'-\-p y = tz + is 

d'une droite D contiennent quatre paramètres arbitraires. 

Quand ces quatre paramètres sont liés par une seule relation, on dit que 
les droites forment un complexe. 

Par chaque point de l'espace, passeront une infinité de droites D formant 
un cône, appelé le cône du complexé. 

Les droites D situées dans un plan P enrelopperont une courbe F, appe- 
lée la courbe du complexe. 

L'équation de la projection de la droite D sur le plan xoy est 

ry — i« = iî 
en posant 

ij = ra — «p. 

Si les paramètres r, p, s, a, i] sont liés par une équation du degré m, on 
dit que le complexe est de l'ordre m. 

2. Soient (x, y y z), (x^^ y^^ «J les coordonnées de deux points M, M, de la 
droite D, on aura 



P = 







r 


X — 

z — 




Z' 


-«1 






zx, 

z 






ff = 


Z' 




n 


xy, 

z- 
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Soient maintenant 

u x-\-v y-^-w a + l=0 

les équations de deux plans P, P^ passant par la droite D, on aura 

r = = s = 



9 = — <r = iî = ^• 

En substituant dans la relation qui lie les paramètres r, s, p, <r, ri leurs 
valeurs tirées des formules (2) et regardant x^f ^n z^ comme des constantes, 
on aura Téquation du cône du complexe. 

En substituant, dans la même relation, les valeurs de ces paramètres tirées 
des formules (3), et regardant tf«, v^, w^ comme des constantes, on aura, en 
coordonnées tangenlielles, l'équation de la courbe du complexe. 

Les complexes généraux du second ordre ont été étudiés, pour la première 
fois, par Plûcker. (Neue Géométrie des Ranmes.) 

Pour donner une idée de la théorie des complexes du second ordre, nous 
considérerons un cas particulier déjà étudié par Painvin. (NottTellef Annales 
de Mathématiques, 2« série, tome XI.) 

3. Problème. — Étudier le complexe formé par du droites telles que, par 
chacune d^elles^ on peut mener deux plans tangents rectangulaires à un ellip 
soïde donné E. 

Soient . 

a*^ù*^(^ 

l'équation de l'ellipsoïde rapporté à ses axes, et D une droite par laquelle on 
peut mener à la surface deux plans tangents rectangulaires Q„ Q,. Un troi- 
sième plan tangent Q perpendiculaire sur D aura pour équation 



rx-{-sy + z= \/a*r* + l^s* + c\ 

et rencontrera la droite D en un point S situé sur la sphère de Monge. 

Appelons ç, ^4, g„ d les distances du centre de Tellipsoïde aux plans 
Q> Qi> Qs et à la droite D ; on aura 

, a*r* + b*s* + c* ,, p« + g' + >]* 
9 - r' + s^ + i f + «* + l 

«* + g; + «; = a* + ^* + c* ^ = q\ + q\' 

De ces relations on déduit facilement Téquation 
(4) p« + a«-hV=Ar« + B«- + C, 

qui définit le complexe considéré. 
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Où a posé 

/L = b* + c* h = e* + a* G = ff* + *«. 

4. Cône du eomplexe. — Il a pour équation 

(5)(y5,-2yJ»+(2X.-a;z/+(«y.-yx.)»=A(x-a:J«+B(y-yJ«4-C:(5-5.^-. 

Si 1*00 pose 

p*^x\ + y\ + z\ L = xx^+yy^ + zz^ 

réqualion du cône G du complexei en transportant l'origine au sommet, 
prendra la forme 

(6) (A-p«)a:« + (B-pMy«+CG-p«)«* + L* = 0. 

Axei principaux du cône C. — Les directions principales du côno C sont 
définies par les équations 

(7) (A-p«-S)a4-/ir«=0 (B-p*~S)p + 'y.=0 (G-p*-S)T+/i.=0 

(8) aa;. + py,-hT«i-' = 0. 

L'élimination de a, p, f entre les équations (7) et (S) donnent, pour dé- 
terminer rincoonue auxiliaire S, Téqualion 

t t • 

^ y i 

(9) « + * I * I 1 — 

A— p« — S^B— p«— S^C— p« — S^ 

On voit qu'aux trois racines de cette équation correspondent les trois qua- 
driques passant par le sommet M^ du cône et homofocalts à TelUpsoîde E' 
ayant pour équation 

a?* V* 2* 

A^B ^C ^ ' 

et, par suite, aussi à Tellipsoïde donné E. 

La forme des équations (7) montre en outre que les directions principales 
du cône C sont les normales menées par le point M« aux trois quadriques 
dont nous venons do parler. 

On a donc le théorème suivant : 

Théorème L — Le$ axes principaux du cône du complexe sont les nor- 
males aux trois quadriques homofocales à Vellipsoide donné, qui passent par 
son sommst M^. 

5. Appelons p^, p^, p, le3 paramètres de ces trois quadriques, dont l'une 
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est lin ellipsoïde, la deuxième un hyperboloïde à une nappe, la troiftièroe un 
hyperboloîde à deux nappes ; c'est-à-dire les racines de Téquation 

fl t 1 

X y z 

(10 -^_+_L- + -J 1=0; 

en supposant que a > ^> ^, elles seront séparées par la suite 

— 00 c" b* a*. 
Maintenant, si Ton pose 

fl* + ^* + c' — p« — S = p, 

l'équation (9) devient l'équation (10). 
D'un autre côté, on a 

Pi + Pt + P. =«• + *• + «•-?•» 
et, par suite, 

S = Pi + p« + pa — p. 

Soient S^, S,, S, les racines de l'équation (9) qui correspondent aux ra- 
cines p4, p,, p, de l'équation (10), on aura 

Si=p, + P, S, = p, + p4 S, = p, + p,; 

Si M,X, M(Y, M,Z sont respectivement les normales menées par le point 
Mf à l'ellipsoïde (p,), à l'hyperboloïde à une nappe (p«) et à l'hyperboloïde 
à deux nappes (p,), l'équation du cône du complexe, rapporté à $$$ axes de 
symétrie^ sera 

11) (Pi-l-p,)X« + (p, + p,)Y« + (p. + p.)Z« = 0. 

6. Étude du cône du complexe, — La nature du cône du complexe dépend 
des signes des coefflcients des carrés des variables X*, Y*, Z* ; le coeffi- 
cient p^ -|- p, est toujours positif, car p, est compris entre c* et b* et p, entre 
^ et a*, mais les deux autres p, -|- p„ p, -^ p, peuvent être positifs ou néga- 
tifs. Ces deux coefficients ne changeant de signe qu'en s'annulant, nous 
sommes conduits à chercher les positions du point M^ pour lesquelles l'un 
ou l'autre de ces coefficients est nul. Dans ces deux hypothèses l'équation (9) 
a une racine nulle ; le point M, est donc alors situé sur la surface 2 ayant 
pour équation 

t 1 ff 

X y z 



— î h-— = 1 hl = 
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équation qui devient 

Ax" By* C* 
(12) —A î-4 î-=:0, 

en remarquant que l'on a 

Cette surface est la turfaee des ondes dont rellipsoïde directeur a pour 
équation 

X* V* z* 

Les équations des sections de la surface 2 par les plans de coordonnées 
sont 

a;, =0 yi=0 «4=0 

y| + -| = A z] + x\ = B x* + y] = C 

a t t t t I 

y Z z X x y 

-i-4--i — i -t-L-J — 1 -J-4-U — 1 

C^D""^ A + C""* B^A"*- 



Chacun de ces plans coupe donc la surface suivant un cercle et une 
ellipse; le cercle et Tellipse situés dans le plan zox se coupent en quatre 
points* tels que I, qui sont les points coniques de la surface. (Exercice 6, 
p. 313.) 

Pour nous faire une idée de la forme de la surface, nous allons chercher 
en combien de points elle rencontre une demi-droite oD passant par Torigine 
et faisant avec les axes de coordonnées des angles dont les cosinus 
sont a, p, f. 

Soient M| un point quelconque de la demi-droite oD, p la longueur du 
rayon vecteur oM^ et pie paramètre de Tune quelconque des trois quadriques 
homofocales à Tellipsoïde Ë, qui passent par le point M^. On aura la rela- 
tion 

\r — p 0* — p r — p/ 

Si, à Taide de cette équation, on forme'la dérivée de p considérée comme une 
fonction de p, on voit que cette dérivée est négative; les paramètres p,, pg, p, 
vont donc en décroissant quand p augmente de zéro à -{- oo . 

Maintenant quand le ooint M^ coïncide avec l'origine o, l'équation (13) doit 
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Fig. 56. 



donner p = quelle que soit la direction o D. En supposant cette direction suo- 
cessivement parallèle aux 
trois axes de coordonnées, 
on voit qu'à l'hypothèse 
p = 0, correspondent les va- 
leurs Pj = c*, p, = b*f p, = fl*. 

Ainsi, quand le point M, 
coïncide avec l'origine, les 
fonctions p,.-{- p„ Pi 4~ Pt ^^^^ 
positives; elles deviennent 
négatives quand le rayon 
vecteur oM^ est infiniment 
grand, car les axes de l'el- 
lipsoïde {p^) qui passent par 
le point M, étant alors infi- 
nis, on a p^ = — 00. 

Ces deux fonctions dé- 
croissant constamment en 
restant continues, chacune 
d'elles s'annule une seule 

fois, la première pour une position m, la seconde pour une position m' 
du point mobile M,. 

On a d'ailleurs 

om = a* + 6* + c* — p. 
Tin'* = o" + fr* + ^* ~" Pi » 

donc ces rayons vecteurs restent finis et de plus om est moindre que om'. 

On voit que la surface S est limitée dans tous les sens et formée de deux 
nappes n'ayant en commun que les points coniques I. 

L'une des deux nappes que nous appellerons la nappe intérieure a pour 
équation p, + Pi=0; elle est engendrée par la courbe d'intersection de l'el- 
lipsoïde (pj et de l'hyperboloîde à une nappe (p,) dont les paramètres sont 
égaux et de signes contraires. 

La deuxième que nous appellerons la nappe extérieure a pour équation 
P( >f- Ps = ; elle est engendrée par la courbe d'intersection de l'ellipsoïde ( p^ ) 
et de l'hyperboloîde à deux nappes (p,) dont les paramètres sont égaux et de 
signes contraires. 

Les considérations précédentes font en outre connaître les signes des 
coefficients p^ + p^y p, + p. de Y* et de Z* dans l'équation ( 11 ), pour les 
diverses positions du point M^ sur la demi-droite oD. 



Quand le point M^ 

est sur 

le segment 



iom 
mm' 
ot'D 



on a 



( P. + Pt>0 9i + 9s>0 
J Pi + Pn<0 Pi + P«>0 
' P. + P.<0 P. + P.<0. 



Quand l'un des coefficients p^ -|- p„ ou p« 4- Pa ^^^ ^^^^ ^^ sommet du cône 
du complexe est sur la surface £, et ce cône se réduit à deux plans sé- 
cants. 
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Nous allons montrer que la droite intersection de cee deux plans est tan- 
gente à la surface S. i 

Le sommet du côoe étant en un point m' de la nappe extérieure, l'équa- 
tion (11) devient 

(p. + P.)X* + (p, + p.)Z« = 0; 

elle représente deux plans réels se coijpant suivent la droite m'Y. Cette 
droite étant normale à l'hyperboloïde à uae nappe (p,), touche au point m' 
la courbe d'interseclion de l'ellipsoïde (pj et de ]*hyperboloïde à deux 
nappes (p,) ; comme celte courbe est sur la nappe extérieure, la droite jr'Y 
touche cette nappe au point m'. 

La même démonstration s'applique aux points de la nappe intérieure ; seu- 
lement les plans qui forment alors le cône du complexe sont imaginaires 
conjugués. 

Les points pour lesquels le cône du complexe pe décompose en deux 
plans, en sont les points singuliers ; nous montrerons plus loin que ces deux 
plans touchent la surface S. 

Remarquons enfin que le cône du complexe se réduit à un plan double 
quand les deux coefficients p« -{~ Pi * Pi ~l~ Pt ^^^^ ^^^^ '* <^ci* ^ ^i^u quand le 
sommet du cône coïncide avec un des points coniques I. 

De tout ce qui précède résulte le théorème suivant : 

Théorème IL — Le lieu des pointt singuliers du complexe est la surface 
des ondes S dont Vêllipsoîde directeur a pour éçuation 

V arête des deux plans qui correspondent à chaque point singulier^ touche en ce 
point la surface S. 

Les deux plans sont réels pour tout point de la nappe extérieure ; imagi- 
naires pour tout point de la nappe intérieure et confondus pour les points 
coniques. 

Le cône du complexe est réel quand son sommet est situé entre les deux 
nappes ou en dehors de la nappe extérieure ; il se réduit à un point dans le 
cas contraire. 

7. Conditions pour que le cône du complexe soit de révolution. — Pour que 
le cône du complexe soit de révolution^ il faut et il suffit que deux des coef- 
ficients des carrés des variables, dans Téqualion (11), soient égaux, ou bien 
que Téquation (10) ait deux racines égales. 

En exprimant celte condition, on trouve facilement que le sommet du cône 
doit se trouver sur les focales de rellipsoidc donné E. 

Le théorème 1 montre en outre que l'axe de révolution touche la focale au 
sommet du cône 

8. Gonrbe du complexe. — En éliminant r, «, p, o, t] entre les équa- 
tions (3) et (4), on obtient, pour définir la courbe du complexe, l'équation 

(14) A {VtW^w^v)*+ B ( w^u—u^w )«+ G {u^v-v^uy=i(u-u^)*+(v—v, )•+(»—»,)«. 



1 
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Si VoD pose ti = 0, celte éqaalion devient 

■ 



avec 



d =u +v +w , 



L'équation (15) représente en ccM)rdonnée8 tangentielles, la projection V 
de la conrbe F du complexe sur le plan yoz'<, on voit que cette courbe est 
une conique. 

Le discriminani du premier membre de l'équation (15) a pour expression 

A=-ABc("+-'+*)'''+(B+C).;-t-(C+A)p;+{A+B)u.;-l; 
\ A B C / 

si Ton égale cette fonction à zéro, l'équation ainsi obtenue peut être mise 
sous la forme 

t 1 t 

Il V w 



Ad* — 1 ' Bd* — ! ' Cd* — 1 

Elle représente, en coordonnées tangentielles, la surface des ondes dont 
l'ellipsoïde directeur a pour équation 

Aa:« + By«+'c«« — 1 = 0; 

cette surface des ondes coïncide donc avec la surface S. (Exercice 4, p. 3i2; 
Exercice 25, p. 885.) 

La nature de la conique F' et par suite celle de la conique F dépendent du 
signe de la quantité -^d'A (G. P. 262) ; cette courbe ne sera jamais une pa- 
rabole, car d' ne peut s'annuler que si le plan P^ est rejeté à l'infini. 

Ainsi, la conique F sera du genre ellipse si A est négatif» elle sera du 
genre hyperbole si A est positif, se réduira à deux points si A est nul et à 
deux points confondus si le premier membre do J'équation (15) est un carré 
parfait. 

Cherchons quelles sont les positions du plan P, dans ces différentes hypo- 
thèses. 

Quand le plan P, est à une distance infiniment grande de l'origine, les 
paramètres u^, tr, , w^ sont infiniment petits, et l'on voit que A est négatif. 
Dans les mêmes conditions, l'équation (15) se réduit à 

i;« + m;« = 0, 

la conique F est donc une ellipse imaginaire. 

Transportons le plan P« de manière à le rapprocher de l'origine ; lorsque 
ce plan touchera la nappe extérieure de la surface £, la fonction A sera nulle 
et la conique F se réduira à deux points imaginaires. 
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Lorsque le plan P« passera entre les deux nappes de la surface S, la fonc- 
tion A sera positive et la conique F deviendra une hyperbole. 

Lorsque le plan P^ touchera la nappe intérieure de la surftice S, la co- 
nique r se réduira à deux points réels. 

Lorsque le plan ?« coupera la nappe intérieure de la surface S, la co- 
nique F sera une ellipse réelle. 

Reste à trouver les conditions dans lesquelles la conique F se compose de 
deux points confondus. 

En exprimant que le premier membre de Téquation (15) est un carré par- 
fait et laissant de côté le cas oii Tellipsoîde donné se réduit à une sphère, on 
trouve les relations de condition 

t B— A ^ • C~B 

i B(G — A) * • B(G— A)' 

il y a donc quatre positions du plan P^ pour lesquelles la conique F se corn» 
pose de deux points confondus ; ces plans sont parallèles à l'axe oy et leurs 
traces sur le plan zox sont les tangentes communes au cercle et à roUipse, 
intersection de la surface £ par le plan zox. Ces plans sont donc ceux qui 
touchent la surface S en tous les points d'un cercle. (Exercice 6, p. 313.) 
Prenons par exemple la solution 



i / B-A ^ . / G — B 

«•=-Vb(c3a) •'•=^ «'•=-VB(G3r)' 

réquation du plan P« sera 

(16) a?VB — A + «V/G— B = v'B(C— A), 

et réquation (15) donnera 



w 



V B(G— B) 



Les équations des plans projetant sur le plan yoz les tangentes à la 
conique F sont donc 



«'-VbTc=^+*=''' 



ces plans passent tous par la droite qui a pour équations 



/b(C— B) 



Le point où cette droite rencontre le plan P« défini par réquation (16) est 
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le point auquel se réduit la conique T situëe dans ce plan Pi ; il a pour coor- 
données 



. /BfB-A) ^ . /B(C-fi) 

On voit iïicilement qu*il coïncide avec le point où le plan P, touche le cercle 
de la surface S, situé dans le plan zox, 

Remarqne. — Les plans pour lesquels la conique F se réduit à deux 
points sont appelés les plans singuliers du complexe. 
De ce qui précède résultent les théorèmes suivants : 

Théorème III. — La surface lieu des points singuliers du c<mplexe cotn- 
eide avec la surface enveloppe des plans singuliers. 

Cette proposition reste vraie pour un complexe quelconque du second ordre. 

Théorème Ï7, — La conique du complexe n*est jamais une parabole ; elle 
est une ellipse réelle quand le plan P^ coupe les deux nappes de la surface S ; 

Elle est une hyperbole quand ce plan passe entre les deUx nappes ; 

Elle est une ellipse imaginaire quand ce plan ne coupe pas la surface S. 

Elle se réduit à deux points qui sont réels quand le plan P« touche la nappe 
intérieure ; imaginaires quand il touche la nappe exlérieure, et confondus 
quand il touche la surface £ en tous les points de la circonférence d^un cercle. 

9. Il y a une relation remarquable entre le cône et la conique du complexe. 

Nous avons vu que la surfiice des ondes 2 Heu des points sin^liers du 
complexe coïncide avec la surface des ondes enveloppe des plans singuliers. 

Maintenant la surface des ondes S est sa propre polaire réciproque par 
rapport à l'ellipsoïde E^ ayant pour équation (*) 

aj* !/• s* 



V^BG V^ \/aB 

Cette remarque nous conduit à chercher si la droite D', polaire d'une 
droite D du complexe par rapport au même ellipsoïde, ne fait pas elle-même 
partie du complexe. 

Prenons sur la droite D deux points M(:r, y^ z)j M^lx,, y,, 2,); la droite 
D' aura pour équations 

y/Bc y/ci \/ÂB v¥g v/ca v/ab 

en les identifiant avec celles des plans P(tt, v^ tt>), P|(tt,, v^, «/«), on trouve 

a; =• — tt v/BC y = — v y/C\ z =: — w \/aB 
x^ = — u^\/BC ^4 = — r,\/GA «, = — w^V^ÂB. 

(*) (Exercice K, page 385.) 
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Portons ces valeurs dans l'équation (5) qui définit le complexe des droltet D, 
nous retrouvons l'équation (14) qui définit le même complexe. 

Ainsi les droites D' polaires des droites D par rapport à la quadrîque E, 
appartiennent au complexe des droites D. 

Cette remarque a une grande importance; elle montre que le cône du 
complexe a pour polaire réciproque par rapport à la quadrîque E, la conique 
du complexe et inversement. De la nature de ce cône on pourra déduire 
celle de la conique du complexe et retrouver ainsi le théorème IV. 

10. Nous allons appliquer cette remarque à la construction des faces du 
dièdre auquel se réduit le cône du complexe quand son sommet est un point 
singulier, et à celle des deux points auxquels se réduit la conique du com- 
plexe quand son plan est un plan singulier. 
Soit m un point singulier ; toutes les droites menées par ce point dans les 

deux faces du dièdre correspondant appartenant au com- 
plexe, les coniques qui correspondent à ces faces se ré- 
duisent chacune à deux points dont l'un coïncide avec n. 
Il en résulte que les faces du dièdre sont tangentes k la 
surface £. 

Cela posé, le point m appartenant par exemple à la nappe 
extérieure, on mènera la droite md qui touche au point m 
la courbe d'intersection de l'ellipsoïde ( p, ) et de Thyperbo- 
loïde à deux nappes {p^, qui passent par ce point et sont 
homofocaux à Tellipsoïde donné E. Par cette droite, on 
peut mener à la surface S quatre plans tangents dont 
deux se confondent avec le plan R qui touche la surface 
au poiot m ; les deux autres plans tangents Q, Q' sont les 
faces du dièdre relatif au point m. 

Pour s'assurer que le plan R n'est pas une des faces de 
ce dièdre, il suffit de montrer que cela n'a pas lieu pour un point particulier 
de la surface S. 

Choisissons le point situé sur l'axe ox ei dont les coordonnées sont 

X, =V^B y, =0 «4=0. 

En ce point, le plan tangent à la surface S est parallèle au plan y os, 
tandis que les faces du dièdre correspondant ont pour équation 




Fig. 57. 



A(x— v/b)*=(B — C)/. 



11. Occupons-nous maintenant de la construction des points relatifs à un 
plan singulier. 

Prenons, par rapport à l'ellipsoïde E^, la polaire réciproque de la figure 
formée par la droite tndj le plan tangent R, son point de contact m el les deux 
autres plans tangents Q, Q' passant par la droite md [fig. 571. 



SUR LES COMPLEXES DE DROITES 



429 



Nous obtiendrons d'abord un point r de ]a surface £ et le plan M qui la 
touche au point r. 

Au cône du complexe dont le sommet est en m et qui est composé des 



d' M 




plans Q, Q', correspondra une conique du complexe siti^ée 
dans le plan M et réduite aux deux points g, ^, pôles des 
plans Q, Q'. 

Ces points ietont sur la surface S, puisque les plans Q« Q' 
touchent celte surface ; ils seront en outre sur la droite rd' 
polaire de md. 

Maintenant, le cône ayant son sommet au point singulier r 
se réduit à un dièdre dont Tarôte est située dans le plan tan- 
gent M ; comme la droite rd' appartient au complexe, elle sera 
située sur une des faces de ce dièdre et sera dès lors Yaréte 
de ce dièdre. 

On construira, comme dans le cas précédent, l'arête du dièdre relatif au 
point de contact r du plan singulier M ; les points q, q' où cette arête ren- 
contrera de nouveau la surface S seront les deux points auxquels se réduit la 
conique du complexe pour le plan singulier M. 

12. Nous terminerons cette note en faisant connaître quelques autres pro- 
priétés de la conique du complexe. 



Fig. S8. 



Centre de la conique dn complexe. ~ Soient 

+ (», w, t) = Q 

réqualion tangentielle, rendue homogène, de la conique F' projection de la 
conique F sur le plan yoz, et (V, W) les coordonnées tangentielles d'une 
droite L. L*équation tangentielle du pôle de cette droite par rapport à la 
conique F' sera (G. P. 260) 

Ce pôle deviendra le centre de la conique F' si la droite L 8*éloigne à l'in- 
fini ; l'équation tangentielle du centre est donc 



4.;=o 



ou, en se reportant à Téquation (15) 



V^V^^-W^W — d* ^= 0. 



Les coordonnées cartésiennes 2^, , 2( de ce centre auront pour expressions 
(G. P. 259) 

», w, d*' 
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On aura le centre de la conique r en joignant aux équations précédentes 
réquation 

du pian P| ; ses coordonnées sont donc données par les équations 

îî = ?i = iî=— 1. 

On voit que le emêre de la conique V coïncide avec le pied de la perpenéà" 
culaire abaiesée du centre de Vellipsoide E sur le ptes P«. 



13. Asymptotes de la conique du complexe. — Les coordonnées 
gentielles des asymptotes de la conique projetée V sont déterminées par 
les équations 

c'est-à-dire par l'équation (15) et l'équation (*) 

»,» + «;, 10— d' = 0, 
En combinant ces deux équations, on obtient facilement la suivante: 

qui devient, en ordonnant, 



(17) 



(Ai«;+c«;+^-i)»'+(B«;+A»;+5-ij«/'_2(A-l)r.«,.„„=o. 



Cette équation homogène, par rapport à v et à u;, fera connaître les coef- 
ficients angulaires des asymptotes de la conique P. 

Les droites D enveloppées de la conique F étant transportées à rorigine 
ont pour équations 

X Y_Z 

r "~" « "" î 

ou bien 

18» _iL_=_L-=A 

en tenant compte des formules (3) où Ton a fait tt = 0. 



(*) (G. P. Exercice S6, page 498.) 
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de réqaation (17), on connaîtra les directions des asymptotes de la conique F. 

Condition pour que U conique F soit une hyperbole équilatère. — En 
exprimant que les asymptotes de celte conique sont rectangulaires, on obtient 
la relation 

(^*"""'.)(*'«P-"«'i)+K«P + **!=^» 

ou, en développant, la relation 

Si, dans cette relation, on remplace a -f- ^ et a p par leurs valeurs tirées 
de l'équation (17), elle devient 

(B + C)t»|+(C+A)i;* + (A + B)w* — 2 = 0. 

Ainsi, la conique F ai une hyperbole équilatère lorsque le plan P« touche 
felUpgoîde ayant pour équation 

jj" M* «• 1 



B+G ' C+A ' A+B 2 

Conditions pour que la conique du complexe soit un cercle. — La 

conique F sera un cercle si ses asymptotes sont parallèles aux droites iso» 

tropes. Pour cela, il suffit d'exprimer que chacune des directions définies par 

w 
les équations (18) où l'on remplace - par les racines de Téquation (17) est 

perpendiculaire sur elle-même. 
On obtient ainsi la relation 

(t; to — w v\ -f-u w +11 V =0, 

c'est-à-dire la relation 

(19) (u* + w\)v*+{u\+v\)w*—tvw^vw = 0, 

qui doit admettre les mêmes racines que l'équation (17). 

Si l'on suppose u^v^w^^^O^ on trouve, en identiûant les équations (17) et (19), 
les relations de condition 

l'ellipsoïde donné devrait être une sphère. 



iSi NOTES 

Écartons ce cas particulier et supposons v^ = 0. Los relations d'identi- 
fication sont 

w 



A«,' + Cli*-1 B-l + j^-l 



OU bien 



' I * 

1 ' I 



t . ^ t 



t 

u 

i 



en remarquant que l'on a ici (f=^u -\-w , 
La condition cherchée est donc 

(C — B)tt|+(A — B)w| = 0. 
ou bien 

(b — e )u —{a —b )w =0. 

On voit que les plam pour Uiqneh la conique F eêt wi cercle sont perpen- 
diculaires aux asymptotes de la focale hyperbolique de Vellipsûtde donné E. 



EXERCICES. 

1* Étudier : 1* le complexe des droites par lesquelles on peut mener deux 
plans rectangulaires respectivâment tangents à deux quadriques homofoo«les 
données ; 2* le complexe des droites telles que la somme des <mu*ms des dis- 
tances de chacune d'elles à n points donnés soit égale à une quantité 
donnée. 

2* Étudier : 1* le complexe des droites perpendiculaires à leur polaire par 
rapport à une quadrique donnée; 2* le complexe des droites normales à une 
famille de quadriques homo focales ; 8* le complexe des droites rencontrant 
les faces d'un trièdre trirectangle en des points A, B, C tels que Von a 

AC~*' 
k étant une constante. 

S* Étudier le complexe des droites telles que la corde intèroeptée sur cha- 
cune d'elles par une quadrique à centre, Soit vue de ce centre sous un angle 
droit. 
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